AZ ANALIZIS ELEMEI

SOROZATOK

A sorozat fogaima
#57% Irjuk fel a kovetkezd sorozatok elsd négy tagjal, és dbrazoljuk ket szdmegyenesen.
a) a,=0,5n-2; b} bn=i13-4n2; ¢} c,= |73 — 4n?|;
1
d) d,=3 + (DAL e) =2+ (1" f} = costnmy;
) g.= n—5
& & n+l’

2 Szamitsuk ki a kovetkezd mértani sorozatokban a megjellt tagokat.
b) by =3, g=-1; by és by} ¢} cy=—4, g=2; cq 8 cyp;
e)eg=1,e,=8; e, és ey; f} f,=5£=20; f3 6 fs.

a) a;=06, g=1; ay és ay;
d) dy=27, g=3; dy és ds;

A sorozatok tulajdonsagai I. Korlatossag és monotonitas

#5772 Vizsgdljuk meg a kovetkezd sorozatokat monotonitds és korldtossdg szempontjdbol.
b b—4 3n, C)C_4+3n.
a) a,,—gnfl ) WS T T "

dyd =5 e) ¢,=2+lgn £ f=2-Tn+9;
a1’ "
2 2 2 2

=yt S
8 677575777 Qn+1)-(2n+3)

(- (n+ D+ (D72 (Tn+ D)
8n+3

i) h,=

Bizonyitsuk be, hogy az a, = logy n sorozat feliilrél nem korlétos.

B Létezik-e kizos része az egyes intervallum-sorozatoknak? Melyek egymdsba dgyazottak?

1 1 1 2
— . i A — —2+=}
a) ]n_ [2 - o 13+ 3)1:!’ C) Kn ]:E * Jl5 * l‘l:l

i 2
d) L”=i:2+;;2+;;j|;

by Jy=[mn+2];

1
7 N,,:]lo-l;lo +7[;
n

n

e) My=1-n; n[;

h) P,l=[1o; 10+ l[

1
) 0,,410, 107} -

@ Dontsiik el, hogy a kévetkezd sorozatok monoton novék vagy csikkendk.

+5) n? (3
aj a,= (nsn ) ; b} b,= I )¢

"=t

SOROZATOK

Keressiink olyan természetes szamokbadl 4116 ndvekvs sorozatot, amelyben barmely két egymds
utdn kdvetkezd tag Osszege egyenld a kiilonbségilk négyzetével.

A sorozatok tulajdonségai Il. A hatarériék fogalma

2 Adjuk meg a kovetkezd kdmyezeteket intervallumként, az intervallumokat pedig komyezetként
(azaz P kozéppontjaval és e sugaraval).

a) P=6,e=2; bj P=-1,e=1;

d) P=5, e=1+/5; e) I={xeRl2<x<46};
g K=]-1836[; n) L=1-5-27[

¢c) P=23,e=32;
£y I=13753

-/ Adjunk példdt olyan nem monoton sorozatra, amelynek a hatarértéke 10.

@0 Adjunk e-hoz kiiszdbszamot, ha tudjuk, hogy {a,} — 4:

- 2
@ a,=""3 s-1 =01 b ay=2 20 a5 e=0,01;
? h+2 " 1?2 -100

¢) a, =27, A=1,£=3.10"3

B Hatdrozzuk meg a kivetkezd sorozatok hatdrértékét, Adjuk meg az £= 103 értékhez tartozo

kiiszobszdmokat.
7 5n=3 5-3n
a) a,=—-=; b) b,= . c) ¢, = ;
) b 2n+3 ) o dn+1 ) € Tn—2
n—11 n?—4n+3
d)d=———; e) e, =————.
) dn n?+4n+3 ) n—n-2
Adjuk meg a kévetkez6 sorozatok hatarértékét. Tetsz6leges £-hoz hatdrozzuk meg a kiiszdbsz4-
mokat.
] .
a) 2010 : b) fln+5 : o 17 n+5 '
3n+1 Tn=3 32+ 2m+3
% Bizonyitsuk be, hogy a kiivetkez8 sorozatoknak nincs hatarértéke.
el _1yIn+2 .
) anmcosﬂ; b) b”:( e+ 1+ (=D) (7n+2)'
11 8rn+3

Adjunk meg olyan sorozatot, amelynek elemei koziitt az Gsszes pozitiv egész szdm reciproka
eidfordul, mas szdmok nem szerepelnek benne, és a sorozatnak nincs hatérértéke.

A sorezatok tulajdonsagai ll. Konvergens sorozatok tulajdonsagai

(R Vizsgiljuk meg, melyik sorozat korl4tos, monoton, konvergens. Adjuk meg hatdraika is.

a) a,= 271*6; ) ”:ﬂ; ¢) ¢,=0,2% v d) d,=109,
n n—100

ﬁ .
e} e,=cos n-a H

) .r;=<—1>"-ni2; 8) g,= (-1 .




AZ ANAL{ZIS ELEMEI

Nevezetes sorczatok hatarértékei I

% [rjuk fel két egész szam hényadosaként a kovetkez( végtelen szakaszos tizedes torteket.
a) L4; b) 2,14 ¢) 3214; d) 43214.

Adjuk meg tort alakban az 52,261565 végtelen szakaszos tizedes tortet.
Igazoljuk, hogy 3,89999... =4 (a végtelen sok tizedesjegy mindegyike 9).

Képzeljiik el a kivetkezs alakzatot! Induljunk ki egy négyzetbdl, harmadoljuk minden oldalét, &s
a kozépsd harmadokra kifelé rajzoljunk djabb négyzeteket. Az gy 1étrejott kiilsd hatdrolé szaka-
szokat ismét harmadoljuk, majd a kézéps harmadokra kifelé rajzoljunk négyzeteket — &s 1gy tovébb,
folytassuk a végelenségig az eljdrast. Mekkora a végiil kialakuld alakzat teriflete? Mekkora a keriilete?

Nevezetes sorozatok hatarériékei li. Miiveletek konvergens
sorozatokkal

{7 Hatdrozzuk meg a kovetkezd hatdrértékeket:

. 8n+3 . 4-5n . 7
1 ; b) Iim R ¢) im ————;
@ e lln 7’ ) nsoo On — 22 4 n—es 212 — 51
2. 2
d) hml3n dn+ 1 n 2i5n+312; #) lim Sn2 +3n+4 :
e T +100 n—eo - —4n —1 n—oe3n” ~Tn +11
. (1) . 145494, . +(@n-3)
) : B) L |
g) ngnoo 1+i16 Z) nl—];r:a 13}12

R

EFE Hatirozzuk meg a kovetkezd hatdrértékeket:

a) lim(\3n+ 10 - V3n); B) lim (V4n2 — 6 — 2n); ¢f im(2n+8—n+2);

=00 s fl—>oo
d) lim(\/n2+n —\/nZ—I).
R—00

Hatdrozzuk meg a kovetkezd hatérértékeket:

. 1 . n2+2 . Jn+5
lim  J——; b) lim ; c) lim ——F—==;
% n—{t 8n+1 ) N2t 5 ) a1+ /O +1
)
&) lim2n~3 n +2'
n—e 2507+ 1

@8 Szamitsuk ki a kévetkezd sorozatok hatdrértékét:

a) {nﬁloﬂ+324}; b) {i\g:i}, c) {ﬂ3ﬂn+2 .,,3/”74};

2010 10;()0;1
¢ {f—} b)) { }
2" nl

d) {\/3 n?—nd+ n};

SOROQOZATOK

Igazoljuk, hogy ha {a,} pozitfv tagd sorozat és lima, = a, akkor lim Ja, =+a.

n—rco n—=>co
% —8n—28

Bizonyitsuk be a definfcié alapj4n, hogy a
Y BRI 08y & 00m + 503

Hatdrozzuk meg az aldbbi hatdrértékeket:
1 n 5 " 3 2
a) lim |1+ : o) ]jm(l—v ; ¢) lim| ™ .
n—eo n+3 R—3e0 1 n—e\nn+ 1

Vegyes feladatok

@74 Adjuk meg az intervallumot, ha ismert a kormyezet kozéppontja és sugara, illetve adjuk meg a kor-

nyezet kdzéppontjat és sugardt, ha adott az intervallum.

a) P=3; g=2; b) P=-10; £=0,001; c) P=8; £=%;

6 22
I }5,7[.

iz Vizsgdljuk meg monotonitds és korldtossdg szempontjdbél az alabbi sorozatokat:

@) T12:6: 132f; ¢) 1-0.5, 1.8[;

12

a) a,=5n+1; b) b,=—; c) c,l=tg((2n—l)-gj.
n 4

(] Sejtsiik meg a kovetkezd sorozatok hatdrértékét. Tgazoljuk tgy, hogy barmely e-hoz kiiszobszamot
adunk meg.
3n-6 n+2
aj a,= : b} b,=———.
) n+5 ) b n?—25

BED Vizsgdljuk meg, melyik sorozat kotl4tos, monoton, konvergens. Adjuk meg hatéraikat is.

61 +10 n-35 1y
) a,= ; b) b,= R =(),99% d = — 1.
T 3 T n+10 o e ) {1 i 211]
fiEE Hatdrozzuk meg a kovetkez hatérértékeket:
a) lim(\/n-c-Z—\/E); b) lim 12;7_,1_; ¢) lim 2z .
e fi~o 14 — 35 iy

2 Egy egységnégyzet egyik oldaldt harmadoljuk, és a kdzépsé harmad fOlé befelé frt négyzetet
tdvolitsuk el. Ezutén az res hely legbels§ oldaldt ismét harmadoljuk, majd irjunk a kozépsé
harmad f0l€ kifelé négyzetet. Ezt folytassuk, valtakozva a befelé frt négyzet kivigdsaval és a kifelé
irt négyzet hozzdad4séval. Mennyi a keletkezett alakzat teriilete?




AZ ANALIZIS ELEME!

FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI

Fiiggvények, érdekes fiiggvények, abrazolasuk
és alapvetd tulajdonsagaik

Az aldbbi feladatokban p periGdus alatt a lehetS legkisebb pozitiv p-t, az Gn. alapperiddust értjitk.

%2 Adjunk meg olyan fiiggvényt, amely az értelmezési tartomanyan
b) pdratlan és nem péros;
d) péros és paratlan.

a} paros €s nem pératlan;
¢) nem péros és nem pératlan;

77 Bizonyitsuk be, hogy az f(x) és g(x) fliggvény értelmezési tartoméanyadnak metszetén értelmezett
F(x) = f(x) g(x) szorzatfiggvény
a) péros, ha mindkettd pdros vagy mindkettS pératlan;
b) péaratlan, ha egyik pdros, mésik pdratlan;
¢) p szerint periodikus, ha mindkét fiiggvény p szerint periodikus.
d) Igaz-e a fenti dllftdsok megforditdsa? Adjunk ellenpéldét, ha nem.
¢) Tegylik fel, hogy f(x) p szerint periodikus, és F(x) = f(x) - g(x) is az. Igaz-e, hogy ekkor g(x) is
p szerint periodikus? Mivel kell kiegésziteniink a feltételeket, hogy igaz legyen az 4llitds?

@R Allapitsuk meg az alabbi firggvények értelmezési tartomdnydt és értékkészletét. Vizsgdljuk meg
tulajdonsagaikat (monotonitis, korldtossag, szElsdérték, periodikussdg). Amennyiben lehetséges,
vdzoljuk a fliggvénygorbéket koordinata-rendszerben.

b) b(x) =2x +1xl; ¢) k) =x*>-2x-3;

) fx) = x? - 6x+9;

a) ax)=x+2-lxl;

d) dx)=1-2x*+16x-30]; e) e(x)=%x272~\x|;

&) g =+lxl; 1) 1 =JIx] - senx; i) W)= —3—x;
B jm == B k) = —— 1 D=
x-1 x* -4
m) m(x) = sin2x; 1) n(x) = 2cos(x + 7); 0) o(x) =|1g \x[|;
p) plxy=lg(sinx); q) g(x) = 2°°5%, r) ) = 2%,

1, ha xel2k2k+1], keZ,

¥ S(x):{z, ha xel2k+1:2k+2], keZ.

@iE® Allapitsuk meg, parosak vagy pératlanok az aldbbi fiiggvények. Vézoljuk grafikonjaikat.

a) a: R—R, a(x) =—%x2; b) b: R—>R, b(x) =éx3;
x%-3x
c) c: R—R, e =lx=1+lx+1]; d) & [-1:1] = R, d(x):——é—;
e
x2-3x x3-
e)e[-2:1] =R, e@= 3 ; £ F =22l 5 R, o= 1 ;
x— X —

FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI

g} e R—R, g{x) = x-sinx; h) b R =R, h(x)=x-cosx;

i) i R0) S R, i) =228

X

Allapfesuk meg a kovetkezs fiiggvények értelmezési tartomanyt, értékkészletét és szélsdériékeit.
Van-¢ a ftiggvények kozott alulrdl, feliilrél korldros? Ha igen, melyik? Vézoljuk a gorbéket.

@) f) =24 b g =x+ s
X X

¢) h(x):x”+% ned), d) i(x):):+E (aeR*).
X

Hatérozzuk meg az aldbbi fiiggvények periddusat:

a) f(x)=cos ij, b) g(x) =sin3x;

¢) Blx) =[x} + [2x); d) i(x) = sin%-(—cos%;

e) j()=sinZ+ cos% (a.be Q).
a

B Vizsgdljuk meg a kivetkez§ fiiggvények értelmezési tartomdnydt, értékkészletét, tulajdonsagait,
és vézoljuk a fliggvények grafikonjat.
a} axy = )% b) b(x) = {x}% e) etxy =[x} d) dx) = {x};
e) e(x)=x-[x]; 5 [ =1x]-{x}s g) gx) =x-{x}.
} Adjuk meg a kdvetkez6 fiiggvények értelmezési tartomanyat, értékkészletét, periddusat, és vazoljuk
a fiiggvények grafikonjét.
a} f(x) =[sinx]; b) g(x) = {sinx}; ¢} h(x)y = {2sinx}.
[ Korldtosak-e az aldbbi fiiggvények? Ha igen, adjunk meg also, fels6 korldtokat. Hatdrozzuk meg
szélsGértékeik helyét és értékét is.
a) flx) = 3sinx + 4cosx;

b) g(xy=asinx + bcosx (a, b €R).

Periodikusak-e az aldbbi fiiggvények? Amelyik az, annak allapitsuk meg a periddusdt. Bizonyitsuk is
allftdsunkat.

a) f(x)=sin{x}; b) g(x) =sin[x]; c) hx) = {x} + sinx.

Fiiggvények hatarértéke

747% Hatdrozzuk meg az dbrédn vazolt f(x) fiiggvény hatdrérrékeit

az X =-2, xp=-1, x3=1 és x, =2 véges pontokban, illetve .= Sl RS
+oo-ben és —oo-ben. (A szaggatottal jelolt részek utdn a fiiggvény R L
menete mér nem véltozik.) e 0




AZ ANALIZIS ELEME]

2% Hatdrozzuk meg a kovetkezd fiiggvények hatarértékét a megadott véges pontban.

a) lim3x-2); * b) lim (x2-5x+2); ¢} lim 5 d) limsgnx,
X3 x—-1 x=0x—2 x5

e) lim~/x+4; f) limsinx.
-3 X%

Hatdrozzuk meg a kivetkezd fiiggvények hatérértékét a megadott ,,toréspontban”.

_f2x-1, ha x=22, ) x*+3, ha x21,
@) f(x)‘{ 3, ha x<2; 07E b gm_{zﬁz, ha x<l; 07
Hatdrozzuk meg a fiiggvények hatdrértékét az érielmezési tartomdnyukon kiviili pontban.
3_ 3 3 2 3_
o) tim =%, b) fim S EIAE o 220 @ lim 58,
=0 X 50X+ x2 - 2x x—=3 x—3 xo2x2—4
. Jx -1 . x%+2x-8 (1 2
e} lim ; lim ——; lim {— — .
));—)1 x-1 f)x—>—4x2+7x+]2 & r=l\l-x 1-x2

Vizsgéljuk meg az alabbi fiiggvények jobb és bal oldali hatdrértékét a kérdéses pontban.

2, ha x<1
= : xg=0; b) by =4 *> .. %=k

a) alx)=sgnx; x, ) b(x) {x+1, ha x>l Xg

s Jlgx, ha x>0, . _ . =9
N L(x)_{x% ha x<o; 0= GO g =R

i X2—1
e) e()=——; xy=-1; =3 5. %=l
) e() GyiE 5@ 2 oy o

A lim 22X — 1 nevezetes hatdrériék segitségével adjuk meg az aldbbi fiiggvények adott pontbeli

x=0 X
hatarértékét.
. sin2x . sin(x -7 . sins
a) lim : . b) Hm w—g; ¢) Lim n x;
x=0 x o8 X—=17 x=0 3x
.9 2
. sin“3x . tgx R
d) lim ; e} lim g_; f) lim ad ;
-0 2% x—=0 x x—01—cosx
. l—cosx . ~1-cos2x , .. sinx
g} lim ————; ) lim ———————; i} lim .
x—0 X x—0 X X=X~

(EY) Hatdrozzuk meg a kovetkezd fiiggvények végtelenben vett hatarértékét,

.3 . 2 Jx? -
lim x+1; b) lim 2x2+50(7)x; ¢ fim X 10;
x=eo x — 100 x—=—e X<~ 10 xee X +1
32
d) Iim(\/x2+2—x); e) ]im(\/2x+1—x/x—l); f) lim [i—x—x}
X=>00 X300 x—dee x+1
g) lim ——[Smxl.
X—p—eo X

FOGGVENYEK TULAJDONSAGAI

Fiiggvény folyionossaga

Igazoljuk a folytonossdg Heine-féle definiciéjaval, hogy az aldbbi fliggvények az xy =2 pontban
folytonosak: :

@) FRSR, f=x2-3x+1; x+3

x2-1

b) g R-11} =R, gx)=

Igazoljuk a Cauchy-féle definicidval, hogy a fiiggvények folytonosak az x; =4 pontban.
a)fiR-=>R, flo=5x+2; b) g RE—=R, g(x)=+x.

tgazoljuk jobb és bal oldali fiiggvényhatarérték segitségével, hogy folytonosak a valds szdmokon
értelmezett fiiggvények a jelzett pontban:

x ha x<1,
“)f("):{(%z)z, ha x21, o=k
2
x—;“—zf, ha xe(2-2),
bigxy=<* o xg=-2.
—, ha xe{2;-2},
[x]

Bizonyitsuk be, hogy a 6052. feladat ) részében szerepl6 fiiggvény az x; =2 helyen nem folytonos.
Igazoljuk, hogy a kivetkezd fiiggvények az x, = 0 pontban nem folytonosak;

@) f) = (x— 1) sgn: b) 8=

sini, ha x=#0,
¢) h(x)= x

0, ha x=0.

{IEB Mely pontokban folytonosak a kvetkez§ fliggvények?

2 6x+8, h R\Z,
“)f(x)z{A e b xeZ)

cosx, ha xeR\{k-%,kaZ},

b) gx)= |
—, ha =xe k»E,keZ.
2 3

@iE Adjuk meg dgy a paraméter(ek) értékét, hogy a fiiggvény mindeniitt folytonos legyen.

LGP dx 1), ha x<-l, _j-G?+4x+1), ha x<-l,
@ f()v)_{ 2¢+b, ha x2-1; b s = P2+ax+b, ha x>-1;
—(x2+4x+1), ha x<-l,
¢) hx)=4 xZ+ax+b, ha -1<x<2,
—32+6x~3, ha x>2.
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Vegyes feladatok

Alfapftsuk meg az alébbi fiiggvények értelmezési tartomdnydt és értékkészletét. Vizsgdljuk meg
tulajdonsdgaikat (monotonitds, korldtossag, szélséérték, paritds, periodikussag). Vazoljuk a fiigg-
vénygorbéket koordinata-rendszerben.

a) fx)=—(x+272+1; b) glx)=vx+4;
c) h{x) =—cos2x.

(EE Hatdrozzuk meg a kovetkezd hatdrértékeket:

,5#2,3
¢ lim(x? +1); b) lim
x—3 A0 X
. ]x7) ha x>0
) “sgnx; & tim{* - ’
) xf})()ﬁ—l) sgn x; )11_%{ I ha x<0:

¢) lim sin3(x + 7)
- 2(x+m

Vizsgaljuk meg, hogy folytonosak-e az aldbbi fiiggvények a megadott pontban:
a) fy=3x*+4x2-6x+2, x5=1;

x+1

b} g(x):i-é—l, Xp=2;
x=3

¢} h{x)=

xp=-1.
2 +x

Adjuk meg b paraméter értékét gy, hogy a fiiggvény folytonos legyen az x,=5b és x;=—b
helyeken.

x-sgn(x), ha lxl<b,
3, kiilonben.

J&)= {

DIFFERENCIALSZAMITAS

DIFFERENCIALSZAMITAS

A differencialhanyados fogalma

Szeld, érintd

Hatdrozzuk meg az alabbi fiiggvények megadott pontokon atmend szelSinek meredekségét.
a) f)=x?=1; xy=-1, x,=3; b) gy =~x+1x,=0, x,=3;

¢) h(x)=cosx+2; x; =0, x, = %;

. Adjuk meg az aldbbi fiiggvények megadott pontokon dtmend szelGinek egyenletét.

d) i) =27 x=-2 xy=1.

a) f)=x> =222 = x 825 x =1, X5.=3;

c) Mxy=1tgx; x;=0, %, = %;

1 1
b) glxy=—; xy=—, x;=1;
X 2
d) ix)=logs(x-2)+1; x;=5, 5, ="7.

(i@ Bizonyftsuk be, hogy az f(x) = 0,5(x — 1)? + 2 fliggvénynek érintéje az y = 2x — 2 egyenes.
Melyik pontban valésul meg az érintés?

N 1 . o .
IS Igazoljuk, hogy a g(x) = —— + 2 fiiggvényt érinti az y =—x + 5 egyenes. Melyik pontban valdsul
meg az érintés? x=35

5 Hatdrozzuk meg b értékét igy, hogy az y=—2x + b egyenes érintse az f(x) = 2x2 - 3x + 1 fiiggvényt.

3 Adjuk meg b értékét gy, hogy az y=x + b egyenes érintse a
glxy=~/x+1 fiiggvényt.

75 Hatdrozzuk meg m értékétugy, hogy az y = mx -1 egyenes érintGje legyen az f{x) = —xt+x-2
filggvénynek. Abrdzoljuk is a ftiggvényeket.

. . 1 _
@33 Szamitsuk ki m azon értékeit, melyekre az y =mx +— egyenes érinti a g{x)=——x+1+2
fiiggvényt. 2

i Tudjuk, hogy egy normdl 4lldst parabolat érintenek az y =2x és
y =—2x egyenesek. Adjuk meg az Osszes lehetséges, emlitett feltéte-
leknek megfeleld parabola egyenletét.
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Egy mésodfokd fiiggvénynek ismert hirom érintéje:
My=-x-05 (2y=2x-8  (3y=-3x-05.

Hatdrozzuk meg a fiiggvény explicit képletét!

Differencia- és differencialhanyados

5% Irjuk fel a megadott Xy pontban az aldbbi fiiggvény differenciahdnyadosdt a fehet6 legegyszertibh
formdban.

a) =T fl)=-2x+L by xg=2 [flo=3x"-5
¢} xp==2; flx)=~x+3 d) xg=-5; Af(;g):i.;.z;
e) xp=0; flx)=2gx

777 Szamitsuk ki az adott fiigevény adott x; pontbeli differencidthdnyadosdt.
a) xg=-8; f=3r-2 B)xg=1; f)=G2+2x—4
¢) xp=3; Fx)y=2Jx; d) xg=-2; flx)=—

e)xg=0; flo= 7

[ES Irjuk fel az alsbbi fiiggvény adott pontbeli érintdiének egyenletét:
a) fy=2x2—x+3, x=3; by g(x) =—(x+3P+3, xp=-1,
c) h(x):zf?., xp=4% d) i) =3Jx, xp=4
x
e) j=x>+x% x5=1

Bizonyitsuk be, hogy egyik aldbbi fiiggvény sem differencidlhaté a megadott x; pontban. Sgnx
az elGjelfliggvény:

-1, ha x<0,
- sgnx=4 0, ha x=0, xeR.
1, ha x>0,

3
a) f(x)z%; xq=0; b) g(x)zsgn(x2—4); Xo=-2;

1
- 132 < i b #0,

N h(x):{(x D+l ha x<3 x=2  d) =i T % =0;
Jx-1+1, ha x>2, 0, ha x=0,

e) jW)=x, Di=]-so, 1] U {0} UL e[; x5=0.

7 Adjuk meg a differencidlhdnyados definiciGja szerint a fiiggvény derivaltfiiggvényét az értelmezési
tartoményon. Abrazoljuk a figgvényt és derivaltjdt egy koordindta-rendszerben.
a) fy=2x-172+1; b) g(x) =x2-3x+3;

c) h(x):x—iz+2; d) ix)=~x-1+1.

DIFFERENCIALSZAMITAS

Miiveletek differencialhatd fiiggvényekkel

2774 Ahawvanyfiiggvény derivaltjdt és a fiiggvények konstansszoroséra, osszegére, kitlonbségére vonat-

koz6 derivaldsi szabalyokat alkalmazva hatdrozzuk meg a kovetkez§ fiiggvények derivéltjait:

a) alxy=2x-1, b) b(x)=—3x+2;

¢) e(x)=-/3x; d) d(x):%x—\/i;

e} e(x)=2x2+1; F) f) =x2—6x;

g) g(x)=—3x2+7x+9; h} h(x):\ﬁx2—§x+ﬂ;

i) i) =2x3—3x% J) j)y=—-x3+3x-2;

k) k(x)=x3+ 222 - 5x—6; 1) l()—ix +\/— P2rx+1.

%77 Ahawanytiiggvény derivéltjdt és a fiiggvények konstansszorosdra, Gsszegére, kiilonbségére vonat-
kozd derivildsi szabdlyokat alkalmazva hatdrozzuk meg az aldbbi fiiggvények derivdltjait:
a) afxy= (2x)3- B) b(x) = TaBl - 9225,

c) clxy= —x “%A +;x4 d) d(x) = 6x7 + (7Tx)% + 8% + (9x)%;
e) e(x)= 5):2*4 +2x19; ) ) = 10208 + 3204
5 2 1 i 2
g) glx) =x*+6x3%; h) h(x) =3x6 —4x2 +2,5x5;
_4
i) i)y =4x3 - 5272 J) e =5x"10 4 7x 8
k} k(x) =6x™, ) Iy =2x"+5,
L
m) m(x) = (6 + 3263 n) n(x) = 2xv2

F [rjuk 4t a fiiggvényeket hatvany alakba (t8rt-, illetve negatfv kitevével), majd derivaljuk Gket
a konstansszorosra, Osszegre, kiilonbségre vonatkozo szabalyokat alkalmazva. A derivéltakat
frjuk fel djra gyskss, illetve tort forméban.

a) alx)=+x -3; b) b(x)=5x; ¢} c(x) =37%;
&) de=10-¥x; e e() =2 45x; £ f(X)=§x.\/x_3;

@ e =Y+ B - b o =S i) i) =—+5
X

) jw=: K k() == Y iw=222,
x 3x X
4
m) m(x) = z 5(1 - i) 1) n(x) = i; o) ofx)= _L*Z;
x x 2x x2 x3

x+1
p) p)= P




AZ ANALIZIS ELEMEI

Deriviljuk az aldbbi trigonometrikus fliggvényeket:

a) alx) = sinx+2; b} b(x) = 3cos x;

¢) c(x) =sinx + cosx; d} d{x) = 4sinx — cosx;
e) e(x) =-sinx + 5cosx; f) f(x) =—cosx — wsinx;

g} gx)= sin?x + cos?x; A) h(x)=3sinx +4cosx - 2sinx.

Derivéljuk a kovetkezd exponencilis és logaritmusfiiggvényeket:

a) a(x)=3% b) b(x)=4-5%

¢) clxy=2%% d) d(x)=3e";

e e(x) = 7% — (3x)* + 22— 43%, f) &) =4lnx;

g) glx) =logyx; Ith h(x)=3lgx;

i) i(x) = Tlogsx; 7 J@) =6nx—3logsx;
i

k) k(x}y= E]H x.

i} Felhaszndlva az alapderivaltakat, valamint a szorzasra és hanyadosra vonatkozd szabalyt, derivaljuk
az aldbbi fliggvényeket:
a) a) = x* - I

b) b(x)= (x3 + 2x}(x7 ~3x5 4 5x2);

435 +5x30 = 252 452 4 0.6
¢} clx) = ——r—e——; d) dx)= —==;
o) = T ) dy ==

e) e(x) = x* sinx; f) f(x)=sinx-cosx;

g) gx) =tgx; h) h(xy=ctgx;

. oo Inx

i) ix)=x-lnx; J) iy =—.
x

HEA Felhaszndlva az atapderivaltakat és az Osszetett fiiggvényre vonatkozd szabalyt, derivaljuk az alabbi
fuggvényeket: :
a) a(x)=(5x+ 3%
¢) e(x) = &*-3x% + 5010

e) e(x)=~/x3—3x2+7x; -

g) g(x)=sin’x;

b) b(x) = 2(6 - 4x7)
d) dix) =~3x+1;
) 0 =10-3x* — 22+ 6x;

k) h(x) = cos?2x;
4

1) i(x)=/sin(5x+ x); j) j(x) =sin2x-cos*x;
k) k) =tg?3x; )= 2
x-1

1) nlx) = S,

m) m{x) = In/x;

0) o(x) =In(cos3x).

Deriviljuk a kovetkezd fliggvényeket: 3
, X 2%
@) f0)=3JG2+ 0 -4 =32 6 4 I =
X% =3x

. -1 .
b) glx) = sin‘34x-tg (7—x) + sinx-ctgx; ) h(x)= ml—-il e
X

,d) i(x) = (sinx)*; e) j(x) = (Inx)in~,

22

DIFFERENCIALSZAMITAS

Néhény konkreét fiiggvény derivaltiiiggvénye

Lehet-¢ a piros fuggvény a kék deriviltja?
e g B

o) iy

Adjunk meg minden olyan fiiggvényt, melynek derivaltja a kévetkezd:

a) a'(x)=5; b) b (x)=2x;
d) d'(x) = 5x13; e) ¢ (0 =x;
g) W =x*+x+x2+x+1; k) K (x)=—cosx.

= g

Mird! informal a differencialhanyados?

Erintd

¢) ') =4x-2;
F f@=x%

D irjuk fel a fiiggvény adott helyen tekintett érintéjének egyenletét. Hasznaljuk a derivalifiiggvényt.

a) f(x)=-02x>+6x+3, x=5;

¢) h(x) =2sin?x-cosx, xg= —E, X = g;
e) jx)=e" 5%, xp= %

Derivalt és szélsdérték kapcsolata

b) gl)=x"+Jx, =1,

d) i(x) =Eg})_c, Xy = T3

#7% Allapitsuk meg a kovetkezd fliggvények derivéltjainak zérushelyét, amennyiben létezik.

a) a{x)=8;
d) d(x)=-x>+5x;
2) g =20r—3)2+ I;
7 =2x - 3x% - 36x;
m) mlx) =\2% + 6;
1
241
s) s(x)=sin(3x2);

b) b(x)=3x-2;

e) e(x) =4x% +3x -9
h) h(x) =—(5x + 7)2 - 3;
k) Kx)=(x+273-6;

n} n{x) =~/x% = 3x;

q) q(x) =

p)ply= 24

t) #Hx)=ctgmx.

¢} c(x)=x2-7,

f) o) =327+ 8x-2;
i) i) =x3 —4x?;

I Kx)=52-1)3+8;
0) o(x) = Y=x?+3x;

10
r) rCX)=x3+4x2—x+27




AZ ANALIZIS ELEMEI

A derivalt segitségével dontsilk el, lehet-e szélséértéke a fliggvényeknek az adott pontokban.
a) x=1, x,=10, Ffy=x2-2x+3;

b) x=-7, xy=2, glx)=2x>+ 15x%—84x + 106;

¢)x==1, 1=+2, xy=7. () =5x+18x° —22,5x% - 9027 + 302 + 180x + 13;

a) x=3k -g, i(x) = cos {x3), ahel k € Z.

A derivilt segitségével dontsiik el, hogy a megadott pontokban helyi maximuma van-e az aldbbi
fiiggvényeknek. .

a) x;=1, x=3, fEx)=-x2+6x+3;

b) x=-1, %=1, x3=2, x3=3. gx) =025z 27 +55x2 — 6x+7.2;

¢)x=0, h(x)=—tg (xz);

&) x=kr, i(x)=sin (x2 - %} ahol k & Z§,

Hatdrozzuk meg, hol van helyi minimuma a kovetkezd fliggvényeknek. Mennyi a fiiggvény-
minjmum éritéke?
a) f(x)=2x2-10x + 5;
c) h(x) = x7 — x5,

Hol és milyen helyi szélsGértéke van az aldbbi fiiggvényeknek? A o) megolddsdt adjuk meg fokban.

a) fx)=3x2-4x+2;

b) g =+ 1,522 —6x+ 1;
d) i(x)=sinx-cosx.

b) g(x) =—%x3 +2x2—x+1;
x

¢) h{x)= o

H d) i(x)=2sinx —cosx.

Derivalt & monotonitas kapcsolata

807 Derivéltak segitségével dontsiik el, hogy az aldbbi fiiggvények az adott intervaliumokon monoton
ndvdk-e.
a) a(x) =1,001x~3; ]—<><§ 5];
c) e(x) =—x2+2x+5; [—5; 2];
e) e(x)= -3 -3t +dx+35; [0, 1[;

b =37+ 1 [0,2];
d) d@xy =+ % [3-2]u [0 2]

£) )= ]oemr0];

x2+0,5

h) h(xy=x2+3x+2; [-2:2];

J) J00) =sin3x; [z. S_fr}

8 g(x)=i2; [ 0];
X
i) i) =Yx +3x =3; J-eoi oo X

k) k(x) :tg(xfg]; ]—7{;0[; I} lx)=x-sinx; I:O;%].

Z0% Derivaltak segitségével keressiik meg, mely intervallumokon monoton csdkkendk a kivetkezd

fliggvények:

a) fx)=—-x2+3x+4 b) g(x)=x3—4x2+6x-3;

) d) i(x) =tgx+clgx.

DIFFERENCIALSZAMITAS

Hatdrozzuk meg derivéltak segitségével az adott fiiggvények monotonitdsi viszonyait.
a) f(x}=8x+2; b) g(x) =x2-2x+8;
¢} ) =23 +x2—4x-5: dy i(x) =x7 + 325 + x5,

o

Szélsdérték-feladatok

sz,
Lo

Zogv Liver Pal gyerekkora 6ta nagyon szeret focizni. Kisiskolds volt,
amikor édesapja vésdrolt 150 m drothdlét. A hdléval egy foci- Utcafront keriiés
pélyat kerithettek le az udvarbdl dgy, hogy felhasznéljdk a telek -~ -
keritését és a 25 m hosszi hdzfalat. Mekkordk legyenek a pédlya
méretef, ha a lehet6 legnagyobb teriiletd palyat akarjak kiala- | Leendd
kitani? (A hdz faldra és az utcafronti keritésre — ami gyakorlatilag : ' focieda
tetszlegesen hossziinak tekinthetd — nem hdznak ki hélét.)

% Pali kozépiskolds kordban is focizik. Nem sok babér terem a szdmdra, ugyanis gyakran rig
gyertydt” (olyan 16vést, amely fiigg8legesen felfelé szall). Milyen magas gyertyat rag Pal,

ha az éppen aldhullni készil§ labdat 75 cm magassigban taldlja ¢l, és ezzel vy =10 2 kezds-
sebességet ad neki? §
A labda magassdgit a kezdGponttél ¢ mdsodperc miilva az y=vyr — %tz képlet irja le, ahol

g=98 % a gravitdcids gyorsulds,

7 Pél beldtva sikertelenségét, a foci utdn squashra véltott. Egyik meccsén pontosan a 20 2 sebes-
3
séggel meglitott labda irdnydra merSlegesen egy légy repiil kométosan, 2 % sebességgel. Az iités

piltanatdban a 1égy épp Palival szemben repill. A légy és a labda mozgdsa is tekinthetd egyenes
vonald egyenletes mozgédsnak.

A squashpdlya 9,75 m hosszi, a 1égy az egyik, Pali a mésik végében van. Hany centiméterre
kertili el egymast a légy és a labda? (Mennyi a kozéttilk leve legkisebb tavolsag?)

s
i

F% Bszter két méter hosszii drétbé] egy téglatest alakii papirdoboz élvazit szeretné elkésziteni. Annyi
kikotése van, hogy a dobozka pontosan 5 cm-rel legyen szélesebb, mint amilyen magas (hosszii-
saga barmekkora lehet). Segitsiink neki: mekkordk a doboz méretei, ha a lehetd legnagyobb tér-
fogati dobozt akarja elkésziteni a drotbdl? (A téglatest térfogata az élek szorzata.)

Csomagol6iizemiinkbe nemrég ¢j gépsor érkezett, amellyel
30 cm oldald, négyzet formdja kartonlapokbdl szabilyos nyolc-
sz0g alaptt dobozokat tudunk formdra vdgni és hajtogatni. Mek-
kordra 4llitsuk be a gépen a doboz magassdgat, hogy a leheté
legnagyobb térfogati dobozokat 4llithassuk el&? (A doboz tér-
fogatdt az alaptertilet és a magassdg szorzataként kapjuk meg.)

30¢m




AZ ANALIZI$ ELEME!

Egy 75 m magas & 6 m 4imérdji hengeres torony tetején 25 m magas, kiip alakd kupola taldl-
hatd (az épiilet dsszesen 100 m magas, a kupola illeszkedik a hengerre). A torony kizepébe egy
kor alakd liftet épitenek tgy, hogy a lift a lehet8 legtdbb embert vigye fel egyszerre a toronyba
(a Lift kupoldba esd térfogata maximdlis legyen). Mekkora atmérdjii liftet tervezzenek a toronyba?
(Az R sugart, m magassdgi henger térfogata V=R?- 7 -m.)

Az AC talapzatra épftettiink egy csuklds-teleszkdpos szerkezetet,
Ez a szerkezet széicstsztathaté AE napelemtédbldkat emel fel
az A pont koriili forgatdssal a Nap dllasdnak megfelelGen. A BD
és BF merevitdk is teleszkdposak. Hdny fokos szog esetén lesz
a merevitSk Gsszhossza a legnagyobb, ha a B pont A-tdl 2 mé-
terre, C-t6l 3 méterre taldthatd? (D, E, F pontokban derékszogek
vannak.)

Egy hegy ald a mémikok forditott parabola keresztmetszett, egyenes alagutat terveztek. Az alagiit
15 m magas és a fegaljan 10 m sz€les. Mekkora lehet annak a legnagyobb kamionnak a téglalap
alakud keresztmetszete (szélessége és magassaga), amely még éppen 4t tud hajtani az alagtiton?
(Az alaglit egysavos, villanyrenddr szabalyozza a haladds iranyat.)

Gaz Géza hivatdsos partibiciklista, a cégének tobb killonbozd
hosszisdgl tandem kerékpérja van. (A partibiciklista kerékpérral
szallit utasokat.) Legdjabb megbizdsa egy viszonylag szdk (2,5 m
széles) utcdba sz61, ahovd csak egy arra merSleges, 4 m széles
utc4bdl lehet behajtani. Legfeljebb hdny Uléses kerékpdrral
induljon, hogy be tudjon kanyarodni az utcdba? (A kihajtds mdr nem okoz gondot, mert egy
soksdvos sugdritra kell kifordulnia. Egy f6re atlagosan 1,5 méternyi kerékpart iehet szdmitani.)

A 30cm atmérdjd pizza alapjat készitéskor négy egyforma részre vdgjdk. Feltdtnek minden

szeletre egy téglalap alaki felvdgottat tesznek gy, hogy a felvagott két sarka a koriven legyen, két

sarka pedig a két hatdrold sugdrra essen (a felvdgott egyik éle parhuzamos a pizzaszelet szimmetria-

tengelyével).

a} Mekkora lehet a legnagyobb teriiletli felvdgott, amelyet ebben a formdban erre a pizzdra
slitnek?

b) Hatdrozzuk meg a felvigott méreteit, ha a pizzat nem négy, hanem »n egybevigd részre osztjdk,
és tgy tesznek minden szeletre egy téglalap alakd felvdgottat.

Derivalt derivaitja. Mirdl informal a masodik derivait?

Derivaljuk kétszer az aldbbi figgvényeket:
a) alx) =5x+3; b} bx)=x2-3x-1; ¢} ) =—3x2 + 5x— 13;
d) d(x) =—x% + 5x; e) e(x) =2x3 —3x2 + x—6; f)fe) =x13 + 347,
8 8= Y i) i) =RTex:
X x*+3x
j) jx) =sinx + cosx.

Hényszor kell derivélnunk a szinusz- és koszinuszfiiggvényt ahhoz, hogy visszakapjuk az eredeti
fliggvényt?

DIFFERENCIALSZAMITAS

7 Hatdrozzuk meg a mdsodik derivalt zérushelyét.
a) fx)=5x2-3; b) g(x)=5x3 - 2x2 + 3x - 3;

3 1
¢) hix)=x*+x3 - 2x% d) ix)=——;
) 7x) ) i) =1 -
e) jx)=sinx-cosx.
{38 Dontsiik el csak a médsodik derivaltak segitségével, inflexids pontja van-e az aldbbi fiiggvényeknek
az adott helyen.
a) fx)=12x2-5x+3, xy=4

b) g =x+3% —dx+ 1, x=-1;
d) i) =058 =0, 5 =2 |0

c) h(x)=tgx, x5=0;
g 0 345

Rkl Hatarozzuk meg a kovetkez§ fliggvények inflexids pontjait. Adjuk meg, mely intervallumokon
konvexek, mely intervallumokon konkévak a fliggvények. Csak a mésodik derivaltat haszndljuk.

a) f(x)=4x° - 3x% + 55 — 6; b) g)=x*—2x° - 3x? —dx+2;

%6
¢) h(x)="—+"—-"— d) i(x) =2sinx + 3cosx.

B8l Az elsS és masodik derivalt segitségével dontsiik el, hogy a fliggvényeknek mely pontokban lehet,

és mely pontokban van szélsGértéke.

aj _f(x):Zx4—%x3+2x2+1; b) g(x)=cosx—x.

¥ A mdsodik és a harmadik derivdltak segftségével dontsiik ef, mely pontokban lehet, és mely pon-
tokban van az aldbbi fiiggvényeknek inflexids pontja:

a) f(x)—E-(Ex +x* +3x3 +1] b) g(x) = —cosx;

¢) h(x)=x-Inx—x3.

Differencidlhatd fiiggvények vizsgalaia

7 Az aldbbi dbrdn egy negyedfokd fiiggvény grafikonjinak részletét
latjuk. Figyeljitk meg alaposan, majd eg6521tsuk ki a mondatokat,
hogy azok igazza véljanak!

A fliggvénynek az dbra alapjin
a) ... helyen helyi maximuma van;
b) ..

... helyen helyi minimuma van;

¢} .. helyen abszoHit maximuma van; >
d) ... helyen abszolit minimuma var;

e) ... helyen inflexiés pontja van.

A fuggveny az dbra alapjan

f) . intervallumon szigorian monoton novd;

&) e, Intervallumon monoton csokken;

... intervallumon konvex;
intervallumon konkav.




BB Végerziink teljes fiiggvényvizsgalatot a kévetkezd folytonos fiiggvényeknél! Allapitsuk meg az
értelmezési tartomdnyt, a zérushelyeket (ahol lehet), a paritdst, a pertodikussdgot, a folytonossdgot,
a szakadési helyeket, a hatdrértékeket, a szélsSértékek mingségét, helyét és értékeét, a monotonitasi
viszonyokat, az inflexi6s pontok hely€t és ért€két, a konvexitdsi viszonyokat és az érei¢kkészletet.
Abrdzoljuk a vizsgdlat alapjdn a fiiggvényeket.

@) fx) =xt=x-2; b) glx) =—x%+2x + 3;
d) i(x) =3 + 4x? — 4x; e) jo)=x %

¢) h(x) =x° —4x;

f) k) =4 - =%

Végezziink teljes fiiggvényvizsgdlatot a kovetkez6 fiiggvényeknél! Allapitsuk meg az értelmezési
tartomdnyt, a zérushelyeket, a szimmetriatulajdonsdgokat, a folytonossdgot, a hatdrértékeket,
az alaki mlajdonsdgokat és az értékkészletet. Abrdzoljuk a vizsgdlat alapjén a fiiggvényeket.
301
a) ) ==~ —;
X

x
d) i(x)=x-Inx;

b) g{x) =tgx +ctgx; ¢} h(x) = cosx(2sinx — 1);

e) jloy= —e; ) k(x) =x*.

Vegves feladatok

8225 Frinti-e, és haigen, mely pontban az f(x) ==x> + 5x + 6 fiiggvény grafikonjit az y = 3x + 7 egyenes?
828 Szamfisuk ki az f(x) = x* fiiggvény differencidlhanyadosdnak ériéksét az xo =3 helyen.
%228 Derivéljuk a kovetkez fiiggvényeket:
a) f@ =~ 222 B2+ Jx - 2);
3
¢) h(xy=—;
nx

sinx

b) g(x)=cos(2x)-sin(x + z);

d} i(x)= sin(cos (x3)).

Adjuk meg az alabbi fiiggvények meghatdrozott pontbeli &rintéjének egyenletét.

a) f(x):x3_x2+4, xp=—1; b) g(x)=x-sinx, xozg.

(B0 Adott az f(x) = x° — 4x% + 3x + 2 filggvény.

a) Hatdrozzuk meg szélsoértékeit.

b) Hatdrozzuk meg monotonitési viszonyait.

BF A csomagoldiizem gépsoraval a 30 centiméter oldald, négyzet formdjii kartonlapokb6l mar
szabélyos hatszdg alapi dobozokat is tudunk formara vagni és hajtogatni. Mekkordnak dllitsuk be
a gépen a doboz magassagdt, hogy a lehet6 legnagyobb térfogatd dobozokat dllithassuk elG?
(A doboz térfogatdt az alapteriilet és a magassdg szorzataként kapjuk meg.)

5_6

3
Inflexiés pontja van-e az f(x) = o filggvénynek az adott pontokban?
¥

a) xg=-2; b) x=0; c) =1

@EFB Végezziink teljes fliggvényvizsgdlatot az f(x) = x* — 6x2 + 9x figgvénynél. Allapitsuk meg
az érielmezési tartomdnyt, a zérushelyeit, a szimmetriatulajdonsdgait, a folytonossdgat, a hatar-
értékeit, az alaki talajdonsdgait €s az €rtékkészletét. Abrazoljuk is a fiiggvényt.

INTEGRALSZAMITAS

INTEGRALSZAMITAS

Primitiv fiiggvény

Az integrdlok kiszdmitdsa utdn konnyen ellenSrizhetjiik munkdnkat: derivdljuk az eredményt!
Ha j61 szamoltunk, akkor a kiinduiasi fiiggvényt kapjuk vissza.

% Hatdrozzuk meg az aldbbi primitiv fiiggvényeket az értelmezési tartomanyukon.

a) [6dx b) [2xdx ¢) =2fx-3dx; d) [4x3dx;
e) J‘nx”*ldx; f jx5dx; ) f2x4dx; n) J.%_q dx:
i) j% dx P [V ax 0 [ +8c-3)dx D) [r-2)@x+Tydx:
X
m) fx.f dx; n) jXJ:;t/;E dx; 0) I(x+2)2dx; ) J.(xfiﬁdx;
)J.xzildx‘ r) J‘x3—8dx‘ Y)J(x+lfdr z‘)J ool dx.
4 x+1 ’ x—-2 ’ ’ X ’ Jr+1

77% Mi az aldbbi figgvények antiderivaltja? (Az e)—j) feladatokat addicids Gsszefiiggésekkel
oldjuk meg!}

cosx -3 5
; c ; d ;
5 ) sinZx ) cos?x
4
g) ¥1~cosix; h) tglx;

’ sin2(2x);

a) 2sinx; b}

H
€) SIXx-Ccosx;
i} cosx; ) sinZx.

(ES Hatdrozzuk meg a kovetkezd hatdrozatlan integrdlokat. '
X

2 5 x+e
a) | 3e¥dx; b) {le'} dx: c) [=dx; d
1] ) [(e) 115 ) [
2 7 1
6) J.(F + ; + ;)dx
Integraljuk parcidlisan a kdvetkez§ szorzatokat.
b) fx »cos x dx;

dx;

a) fx-sinx dx; c) fx ce¥ 2y, d) J-x Jdnxdy

e) .[arcctgx dx; f) .[]—ni dx; g) _[sinx -cosx dx; h) _[ex -sin x dx;
x
i) J.e" -cosx dx; i) fxz cevdx k) J'xz'cosx dux; D Jlxz -sinx dx;

) J.x“ ~eXdx.

i a) A6126. feladat g) alpontjaban parcidlisan meghatdroztuk jsjnx +cosx dx-et. Most hatdrozzuk

meg ismét parcidlisan, de az el6bbi megolddsunktol eltéréen! Mit tapaszialunk?

b) Hasonlitsuk dssze ezeket egymadssal és a 6124. feladat ¢) alpontjdban addicids Osszefiiggésekbdl
kapott eredményével. Mi az eltérés magyardzata?




ANALIZIS ELEMEI

GF3 Hatdrozzuk meg parcialis tortre bontéssal a kdvetkezd hatdrozatlan integralokat:

)J' Ax +8

d .
% 4x? +8x+3

1 10
JE e — - Y dx
a)'[(x+1)(x+3)dx )~I.x2—3x710 <) -"x2+x—6 o

B Keressiik meg a kivetkezd tortek antiderivéltjait:

45 , +7 e
—_— &
@) 1+x% )x B )x 244

] Az 6sszetett fliggvény derivaldsi szabdlya alapjdn (helyettesitéses médszerrel) keressiik meg a kdvet-
kezd primitfv figgvényeket:

2x ) ) x+1 . _A Ny
a) J-xz 1 dx; b) Ictgx dx; c) IJ\Z Y dx; d) '[21 cos(x )dx,
e) J6x2-x/x3+2 dx;  f) I ! dx; g Isinx -cosx dx; h) J.sinﬁx cosx dx;
6 cos? X
i) J-sm X dx; il I sin 2 k) J.sinx~cosx-e_—l_~
cos¥x 1+ cos? J\ gSin ¥

Fiiggvénygorbe alatti teriilet meghatérozasa a kétoldali kizelités
mddszerével

Az aldbbi feladatokban az intervallumokat — vagy azok részintervallumait — az egyszertiség ked-
véért mindig osszuk n egyenls részre.

122 Osszuk fel a feladatban megadott intervallumot négy egyenl§ részre 5t osztGpont segitségével, majd
szdmoljuk ki az alsd és fels6 kizelitd t€glalapUsszegeket.

a) feo=x2+3, 1=[0;2]; b) gxy=—2x2 1=[0;1].

#4% Osszuk fel a megadott intervallumot 6t egyenl részre, majd hatdrozzuk meg a fiiggvényhez

tartozo alsé és felsd kozelits osszegeket.

ayr=[o:t], fw=24

b I= [4 %] 200 =sinx. ()

ER Hatdrozzuk meg alsé és felsS kozelitS Osszegek segitségével az adott [ intervallumon az f(x)
fiiggvény gorbéje €s az x tengely kozott teriiletet.

a) f@ =x% 1=[0;1]; b) glx)=—x2+4, i=[0;2L
Hany kiilon részre célszer( bontanunk az alabbi véges zért intervallumokat, hogy meghatérozzuk
az adott fiiggvény x tengellyel bezért teriiletét? Adjuk is meg a teriiletet.
a) I=10:3], f)=x*-4x+5; by I=[0;2], gy=x2-1;
) I=[0;3], hx)=-(x-172+1.

INTEGRALSZAMITAS

BES Legyenek 0 < a < b tetszdlegesen rogaftett valds szdmok. Bizonyitsuk be, hogy az I = [@; #] inter-
vallumon az f(x) = x fiiggvény fels és alsé kozelits Ssszegeinek kilonbsége 0-hoz tart.

Legyenek 0 < a < b tetszdlegesen rogzitett valds szdmok.

a) Bizonyitsuk be, hogy az I = [a; b] intervallumon az f(x) = 1 fiiggvény felsG és also kozelitd

dsszegeinek kiilonbsége 0-hoz tart.

b) Adjuk meg az el6z8 részfeladat alapjdn, hogy legalibb hdny osztispont felvétele sziikséges
az /= [1; 2} intervallum felett az f(x) fiiggvény gorbéje €s az x tengely altal bezart teriileter
0.01 pontossdggal torténd meghatdrozdsdhoz.

>

2 Tekintstik az = [0; 1] intervallumot, osszuk fel x; osztd-
pontokkal »n egyenld részre (i = ., 1), majd kosstk ossze
a szomszédos (x,-; I (x,-)), (x,- + 1 f(x +1)) pontokat egyméssal és
az (x; 0), {x;, ;; 0) pontokkal (: =0, ..., r— 1) az dbrdn l4thaté
médon. Adjuk 0ssze minden n-re a kialakulé trapézok tertileteit,
jelolje az dsszeget ¢, Mit tapasztalunk, ha n — =07

a) f(xy=x%
b) flx) = -2x%

Magyardzzuk meg a példdkban latott fiiggvények tulajdonsigai €s a sorozatokndl tanult tételek
segitségével, hogy a vizsgilt esetekben miért miikddik a trapézmddszer.

A hatérozott integral fogalma és tulajdonsagai
1
[ED Szamitsuk ki az fxzdx hatédrozott integrdlt a hatdrozott integrdl meghatdrozdsa alapjdn!
0 L
A hatdrozott integril meghatdrozasa alapjdn szamitsuk ki J.(x3 +1)dx értékét!
-1

(IR 1 egaldbb mennyi osziépont felvételére van sziikség, ha
1 22

a) _f\/ 1-x2dx énékét (negyed egységkér teriilete); b} Icosx dx érékét
0 0
szeretnénk meghatdrozni egy tizedes pontossaggal?

3
Szémitsuk ki J.l dx értékét fél tizedes pontosséggal!
x

BEB o) Legyen az f(x) paratlan fiiggvény értelmezve, és legyen integralhat6 is a [—a; a] intervallumon,

a
Mivel egyent6 [ f(x)d.x?
—a

b) Mit mondhatunk, ha f(x) pdros?

b
} Az ismert, hogy I -fwydx=c- _f f(x)dx. De mivel egyenid J ( )dx?
3 ca

(Tételezziik fel, hogy f(x) az [a; b] és [ca; cb] intervallumolkon integrélhatG.)




AZ ANALIZIS ELEMEI

A Newion—Leibniz-télel

7227 Az adott intervallumon egy minden hatdron wil finomodé {F,} felosztdssorozathoz tartozé alsd és

Boihizninds

felsd kdzelit§ Osszegek segitségével hatdrozzuk meg a kivetkezs integrilokat (ha Iéteznek):

7 3 6 7 2
a) jsdx; b) f7dx; c) jzmx; d) I~5xdx; e) j3xdx.
1 10 3 2 4

7227 Hatdrozzuk meg a hatdrozott integrdlra vonatkozd addici6s, szorzdsi és hatdrokra vonatkozd
szabdlyok alkalmazasival az aldbbi 6sszeget:
3 5 5
Jx -~ ydx+ 2 (- 2ydx + [(4- 200
1 3 7

Nk

72777 Hatdrozzuk meg a szignumfliggvény (elGjelfiiggvény) integraljainak értékeit.

4 -3 2
a) jsgnx dx; b) J"sgnx dx; ¢ .[sgnx dx.
2 -4 -3

727% Hatdrozzuk meg a kdvetkez8 Riemann-integralokat. ([x] az x egész része, {x} a tortésze.)

4 5 3 18
a) j xldr; b j [¥]dax; o [tx)dxe @) [(xhdx.
2 0.5 o 0,5

(BFE A Newton-Leibniz-tétel segitségével hatdrozzuk meg az aldbbi integrilokat. Hasznaljuk fel a pri-
mitfv fliggvények meghatdrozdsaindl kapott eredményeket.

1 0 2
a) Ixzdx; b) _[(Jc2 +3)dx; ¢) f(—3x2 + 4x)dx;
0 ) 0
J2

e) j(sz +4x — 3)dx;

372.3 )
£ J. 3i—£+£+2]dx;
) 1 2 5 4

3
4 j@ (x-S + 2](1,\';
2

8 2 3
3
g) [x?dx h) [x—2dx; i) [=ds
1 1 2 ¥
2 4 3 3
-8 x-1
i) - D3do; k[ 2" dx h [ ax
;)j2<x Dodx, )i)“Z x )im x
/2 /2 wl3 1
m) fcosx dx; n) j3sinx dx; 0} J. (cosx + coszxjdx;
0 4 4
-1 e 1 e
) JSe*"dx; q) J'_ dx; ) J‘Inx dux;
5 1% 1
2 1 &2 nx
s) J.x-sinxdx; t) j(x-e’-l)dx; u) J.—dx;
x
¢ Q ¢

INTEGRALSZAMITAS

LA o 3 3
v) dx; W) | —m—dx; x) | ——————dx;
s = irmversy
73 2 -
1
VTt Ta
FACERUE:

I Létezik-e a kovetkezd Riemann-integrdl? Ha igen, mennyi az értéke? ([x] jeloli az x egész részét.)

{[x], ha xeq,

1
a h =
[stds, abol g 0. ha xeR\Q.

0

Milyen valds szémot frjunk a b paraméter helyére, hogy igaz legyen az egyenidség?

-1
a) [(2,52 + br)dx=0.5;
-4
/4
c} j(bcosx +2sinx)}dx = 34/2.
0

2
b) j(3x2 by +2)dx =6;
1

(IR Adjuk meg ¢ értékét gy, hogy teljesiiljon az egyenlGség.

C c
a) fodx=114; b) jx3dx:324;
1 0

2e c

¢) [4xtdx=793,6; dj [-2sinxdx=1(c e[-22; 2a]).
< /2

Hatédrozzuk meg igy a b paraméfer értékét, hogy teljesiiljon az egyenldség.
b

a) [(Gr+2)dx=4;
1
b

o) J@r+bydr=14
1

6
B) j(x3 £ x)dx =336
b

b
d) j(x/gcosx—sinx)dxzo.
0

Szamitsuk ki, milyen hatdrok kozott mozoghat az egyes esetekben az a paraméter értéke, hogy
igazzd viljanak az egyeniStlenségek.

a
bj JGx? - Ddx20;
0
2a 72
o) [(-4x* + Ddx>0; d) [(cosx —sinx)dx <1.

—a a

0
aj J(4x+3)dx <1

X
Adjuk meg a valds szdmokon értelmezett F(x) = _[ sins dr fiiggvény értékkészletét.
73




AZ ANALIZIS ELEMET

A hatarozott integral alkalmazasai

Szémitsuk ki a kévetkezd fliggvények gorbéje és az x tengely dltal bezért teriilet nagysagdt az adott
intervallumon.

@ a@=x>—4x+3, I=[0;1];

b) b(x) = %(x—Z)zflo, 1={1;4];

c) C(X)=X'\/J_C7x, 1=[1;4]; d) d(x)=x4—x3+x2; [:[—l;f];
T _sinx _|m. 2Ty
e) e{x)=3cosx, I= l}g, -5] f) fxy= - I= [4, 3 ],
g g =x2-1; I=[-1;1]; B hGy=@-1? -4, I=[0;5];
i) Kx)=x—6x2+8x, I=][0;3]; j) ey =—x3-x*+2x, I=[-2;2];

k) k(x) = sinx, 1) I(x)=15cosx,

2 T
== ; T — —+3m|.
I [3 ,27:}, ‘:474 ”}

Tekintsiik az elsd siknegyedben azokat a zért stkidomokat, melyeket az adott fiiggvény gorbéje
és egy tengely vagy a tengelyek zdmak kozre. Mekkora ezen sfkidomok teriilete?
a) a(x) =-x(x -2} b) b(x) = 4x —x%;
¢) ) =1 -x)(x-4); d) d{x) = —(2x* - 14x + 20);
¢) e(x)=—x2+2x+3; ) f=21"x;
8) gx) = ~x(x —H)(x - 6); h) hix) = 4x - 2%
i) 00 =+ 62 - 1x+ 6; ) j(x):gsinx—x.

Hatarozzuk meg a két fiiggvény gérbéje dltal kozrefogott, korldtos és zért stkidom teriiletét.

a) f)=x2, gx) = -x+2; b) f(x) =x* - 2x, g(x) =0,5x% — x;
) fo)=-x*+5, 20 =x2-2x+ 1 d) f(x) = x° — 4, gy =—x;
¢ f)=x-x, gl)=x2-1, F) f) =53 —5x2 + 6x, g(x)=x?-2x;

2
=

g) f(x)=sinx, g(x) =cosx (a|0; 2x]-on); ) flx)= gxy=—-x2+2x+ 1;

i) f(x) = 2sinx, glx)= %x.

Az y= %2 fiiggvény gorbéjét toljuk el a ¥(2; 4) vektorral, majd szdmitsuk ki a két gérbe koz¢ esd
teriiletet a [0; 4] intervallum felete!

@ Hatirozzuk meg annak a konvex, x tengellyel érintkezd, zart stkidomnak a teriiletét, melyet az

2
y= % parabola,az y=-x+4 ésaz y = %x +§ egyenesek hatdrolnak!

Hatdrozzuk meg az f(x) = vx° fiiggvény [0: 3] intervallum feletti {vhossza.

INTEGRALSZAMITAS

A feladatokban szereplé fliggvények gorbéit megforgatjuk az x tengely koriil. Szdmitsuk ki a kapott
testek térfogatét.
a) f: I=-R, f=2-¥x 1=]0;8]; b) g IR, gm=+1-x% I=Dp

d)i: ISR, i(x)=g, i=[035;2].

c) I >R, hix)=cosx -1, 12[0; E];
2 X

} AkoOvetkezd fliggvények gorbéinek adott intervallumhoz tartoz6 részét megforgatjuk az x tengely
koril. Hatdrozzuk meg az {gy keletkezett nyitott test kiilsé felszinét.

a) fxy=x 1=[2;3]; bj glxy=2Jx, I=[1;4]; ¢) hixy =23, I=[-1;2].

Tekintstik az f(x) = x - sinx fiiggvénynek a koor-

dindta-rendszer els§ siknegyedével alkotott
metszetét! Hanyadik ,,dombocska” teriilete lesz
eldszor nagyobb 1000-nél?

-l ey

a .

¥= X-5inx
ot
: 1 3 10 X

Az #brin egy régi éptilet boltfves folyoséinak
bejdratdt ldtjuk. Az épitész kivdncsi a hdrom
boltiv hosszara. A méretardnyos maketten gy
ldtja, hogy a boltfvek gorbéit a ]0; 3w[-on
tekintett £(x) = In|sinx| + 2 fitggvény x tengely
feletti része frja le. Segftsiink az épitésznek, hata-
rozzuk meg a boltivek &sszhosszat! (A boltivet
tart6 egyenes oszlopok hosszatdl tekintstink el.)
Az integricids intervallumot és a végeredményt
két tizedesre pontosan adjuk meg!

Adott a [0; 3]-on értelmezett f(x) = 3x% + 11 fiiggvény. Hova kell rajzolnunk azt a fiigg8leges vo-
nalat, amely a gbrbe alatti teriiletet elfelezi?

Forgassuk meg az f(x)=x> fiiggvény gorbéjének [0; 2] intervallum feletti részét az y tengely
koriil. Hatdrozzuk meg a kapott test térfogatat.

Egy {ivegpohar ,tengelymetszete” az f(x) = x2 fiiggvény [-2; 2]
intervallum feletti része. Buli el6tt a hdzigazda dgy gondolja,
hogy kiilonb6z8 szind tvegfestékkel festi be kiviilr6l poharait:
minden vendég valaszt magdnak egy szint, igy nem keverik
dssze a poharakat. Mekkora feliiletet kell lefestenie egy-egy
szinnel? (A pohdr szardtdl és talpatd] eltekintiink.) Egy egység
hérom centimétert jelent, e = 3 cm.

et bt




AZ ANALiZIS ELEMEI

Fizikai alkaimazasok

Egy matematikus megtervezte a tokéletes autdt. Elektromos motor €s lendkerék hajtja. Az elektro-
motor 4llandd Vemgror = 3 ? sebességet biztosit, a lendkerék pedig szinuszhulldmban néveli vagy
csOkkenti a jarmd sebességét (az induldstd] eltelt x idS fiiggvényében): vy gierei = Sinx (_fsg)

a) Szamitsuk ki a jarmd altal egy perc alatt megtett utat.
b) Mennyi id8 alatt éme a jarmivel kozlekedé Kaposvarrdl Balatonlellére (51 km)?

1} Az autopalydra valo felhajtaskor egy jarmd kezddsebessége 50 Ehg A sofr két szakaszban gyorsit.
Kilenc m4sodpercig a gdzpedalt nyomja névekvd intenzitdssal, majd bekapcsolja a 125 kTm

allitott tempomatot. (A tempomat olyan berendezés, amely az eldre bedllitoit scbességre
gyorsitja/lassitja a jdrmdvet, majd azt tartja, mig a sofér be nem avatkozik.)

A jarmd gyorsuldsat a kovetkezs fliggvény irjale (az eltelt .« mdsodperc fiiggvényében):
305 ha 0<x<9,

E, ha 9<x.
ax

alx) =

a) Hény kTm—s sebességre gyorsitotta a sofSr az autét a gdzpeddilal?
1}
b) Hédny mdsodpercig gyorsitotta az autdt a tempomat a kivadnt sebességig?

28 Mennyi munkdt kellene végezniink, ha a teljesen kiéptilt 400 tonnds Nemzetkozi Urallomést
(ISS — International Space Station) egyben szeretnénk 350 km magassdgban Fold koruli pdlydra
allitani?

3
Mygg = 400 tonna, Mpg, = 5,974 10% kg, Rpgq=6372,8 km, G=6,67-1071! zmT
s°-Xg
Improprius integralok
Hatdrozzuk meg az alabbi improprius integralokat:
o o -2
1 1 1
a) '3[; dx; b) {; dx; ¢) 7_[}}1 dx;
2 16 0
1 1 1
d) f—xdx, e) J.%dx, f) I ﬁdx,
o 0 —27
] 4 co i x
“dx; h) | 2%dx; i — | dx.
z) :[:3 x ) —J; X i) 'Z[(QJ X
Hatdrozzuk meg a kgvetkezd improprius integralokat:
oo I e
1 1 X
a) | ——dx; b) dx; ¢) dx.
,Ln+(ﬁx)2 ;[v’l»xz -([l+x4
.......................... i 35

Létezik-¢ a f{x}mdx improprius integrdl? .,
0

Ha igen, mennyi az értéke? ({x} az x tOrtrészét,

[x] az x egész részét jelenti. Az x* fiiggvény

0-ban vett hatérértéke alapjan 0% =1.)

14

Vegyes feladatok

(EE8 Hatarozzuk meg az aldbbi fiiggvények primitiv fliggvényeit:

%/)T

4
a) fix) = Sx3—3x2 + s +35; b) g(x)=2cos2x— 6sin3x; c) h{x) =sin2x cosx.

.
3 Szamitsuk ki a hatdrozott integral definfcidia alapjn az J.(x +4)dx értékét.
E 1

(i Szamitsuk ki a kovetkezd integrdlok értékét:

.5[ j_ 1 27/3 x
a) |5x*dx; b) | ——=dx; c) |-cos (—de.
0 2 W - 2)? 71:./[2 2

B Szamitsuk ki az f(x) = x? - 9 fiiggvény és az x tengely kiizé zart teriiletet az 1= [1; 4] inter-
vallumon.

BER Hatdrozzuk meg az f(x) = cosx és a g(x) =sinx + 1 dltal a [0; 27] felett kozrefogoit kisebb mér-
tékd tertiletet.

Hatdrozzuk meg az osztépontok szdmét az egyenl részekre osztott [0; 2] intervallumon, hogy
a kozelitS Osszegek a fliggvény alatti tertiletet egy ezred hibdndl kisebb eltéréssel megkizelitsék.

a) flx)=x*—6x+ 8; b} glx)=x" +x2.

Hatérozzuk meg az improprius integrilokat:

a) T#dx; b) Dfe*xdx; e) [x5dx,
0

2 Mit kell imunk a ¢ paraméter helyére, hogy teljestiljon az egyenlGség?

2 100

2+ 5¢)dx = —.
J(c;. cydx 21

c




VALOSZiNUSEG-SZAMITAS

A valdsziniiség-szamitas Gj megkdzelitése:

valészinliségi valtozd

A Balldb FC idei formdja alapjdn 0,1 annak az esélye, hogy a jovG héten gy6ztesen hagyja el
a palydt. Jancsi mégis a gyGzelmiikre fogad az Igazsdgos Fogad6irodaban.

a) Mennyi pénzt fizessen a fogaddiroda a 10 eurds tétel fogadd Jancsinak, ha nyer?

b) Mekkora iéttel fogadott Jancsi, ha 117 eurdt nyert a fogadassal?

%% Bgy igazsagos fogaddson az 1 eur6s tétre 3 eurdt fizetnek ki a fogadd gydzelme esetén. Mekkora

e

b
bl

valészinfiséggel nyer a fogado?

% Adjunk meg hdrom olyan val6szin(ségi kisérletet egy kocka segitségével, melynek eseménytere
a) véges; b) megszdmldlhatéan végtelen;

¢) kontinuum végtelen.

% Dontsik el, hogy az alabb lefit eseményterek koziil melyik diszkrét és melyik folytonos. Adjuk meg

a kisérlet egy konkrét lehetséges kimenetelét és az eseményteret.

EjtSernydsok egy 40 x 40 méteres négyzet alakd terileten gyakoroljik a landoldst 300 méter

magasbdl.

a) Anégyzetet kozépvonalaival felosztjuk L, IL, IIL, IV. részekre. A kisérlet kimenetelének azt
tekintjiik, hogy melyik részen landolt az ugrd.

b) A mezlre egy képzeletbeli rdcsot fektetiink (a ricsvonalak 5 m-re vannak egymdstél). Az ejts-
erny@sok ezen rdesponiokba ugranak véletlenszerfen. A kisérfet kimenetele az, hogy melyik
racsponton landolt az ugré.

¢} A négyzetet egy koordindta-rendszer egységnégyzetének tekintjiik. A kfsérlet kimenetele az
a pont, ahol foldet ért az ugré.

Egy szabdlytalan érme a fej oldaldra 0,6 valdszintséggel esik. A kisérletben egyszer dobjuk fel
az érmét. Adjunk meg egy val6szindiségi valtozdt, majd dbrdzoljuk az eloszldsdt oszlopdiagrammal.

Egy hagyoményos kockdt kétszer dobunk fel. A két dobott szimbdl képeziink egy kétjegyd szdmot

(az elsG jegy az elsé dobds eredménye). A valdszintiségi valtozd rendeljen 1-et a kapott szdmhoz,

haaz 10 és 22,5; 2-t, ha az 22,5 és 41,5, 3-at, haaz 41,5 és 70 kozé esé esemény. Abrizoljuk

oszlopdiagrammal az eloszldst.

[BI Egy szabdlyos érmét addig dobunk fel, mig frds nem lesz. A valdszintiségi véltozd jelentse azt, hogy

hédnyadik dobds lett {rds.

a) Igazoljuk, hogy ez valéban eloszlds.

b) Abrizoljuk az eloszldst oszlopdiagrammal. -

¢} Adjuk meg pontosan azt az 4ltalunk is ismert, eredefileg folytonos valds fiiggvényt, amely lefrja
ezt az eloszlast.

Egy tdrsasjdtékban a szabdlyos kockdval dobva 3 pontot kapunk, ha primet dobunk; 2 pontot
kapunk, ha Gsszefett szdmot dobunk, és —5 pontot kapunk, ha mast dobunk. Varhatéan hany pontot
szerziink egy forduléban?
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7 Egy nem szabdlyos érmével 0,3 valdszinifiséggel dobunk fejet.

a) Mennyi a vérhaté nyeremény, ha fej esetén 3 eurGt kapunk, frds esetén pedig I eurdt fize-
tiink ki?
b) Mennyi a vérhaté bevételiink, ha a jaték dra 0,5 eur6?

4 Egy szerencsekerék 5 részre van osztva tigy, hogy az 1000 ponthoz tartozd koreikk kézépponti
szoge 30°-0s. Bz a t6bbi (500, 100, 10, -750 értékeket tartalmazd) korcikk kézépponti szdgeivel
egyiitt szdmtani sorozatot alkot. Egy porgetéssel annyi pont szerezhet$, amennyi a kipdrgetett
mez6n 14thaté. Mennyi az egy porgetésbdl szerezhetd pontok védrhaté értéke?

%1 Hatdrozzuk mega 13 + 1-es tot6jaték virhaté nyereményét, ha egy szelvénnyel jatszunk és a teli-
taldlatra 13 milli6, a 13-asra 1 millig, a 12-esre 500000, 11-esre 10000, 10-esre 1000 Ft-ot fizet.
(A tobbi lehetséges kimenetel esetén nem fizet semmit.)

8 Hatdrozzuk meg a 4-et az 50-bd] . hagyomdnyos™ lottéjdtékon varhaté bevételt, ha egy szelvény
dra 2 eurd, és telitaldlatra 1000, 3-asra 500, 2-esre 50 eurct fizet.

3 Egy piros és egy zold kockdval dobunk egyszerre. Hirom
eseményt kiilénboztetiink meg ebben a sorrendben:

A, = Mindkét kockdn legfeljebb 1-es vagy 2-es all.

A, = Legalabb egy kockdn 3 vagy 4 értéket dobtunk, és a misik
dobott sz4m sem nagyobb 4-nél.

Ay = Legaldbb az egyik kockdn legaldbb 5-6st dobtunk.

Milyen értékeket rendeljen az A, A,, A; eseményekhez
a valésziniiségt valtozd, ha azt akarjuk, hogy xi, Xy, x3 érté-

kei mértani sorozatot alkossanak 2 kezdd értékkel (A4; — x;,
i=1,2,3), és a viltozd vdrhaté értéke 2 legyen?

} A kovetkezd jarékot jatsszuk a Pascal-hdromszog szdmain. Képzeljiik el, hogy kiinduldsképp

a legfels6 1-esen 4dllunk. Valaki kijeld] egy efemet a kovetkez§ sorban, de nem tudjuk, melyiket.
Tippeliink: ha eltaldljuk, hogy melyik a kijeldlt elem, nyertiink. Ha nem, akkor rélépiink a kijeldlt
elemre, és djra vélasztanak a kovetkez§ sorban egy elemet.

A & valbsziniiségi viltoz6 jelentse azt, hogy hanyadik 1épésben nyeriink.
a) Igazoljuk, hogy P(E=k) (k=1,2,3, ...) val6szinfiségi eloszlds.
b) Igazoljuk, hogy ennek a valdsziniségi eloszldsnak nincs véarhat6 értéke.

2 Bgy 4llithaté dobdkockdval dobva az 1-es, 2-es dobds valdszintsége 0,1-0,1, a 3-as, 4-es dobés
valoszinisége 0,15-0,15 értékre van bedllitva, és az 5-0s, 6-0s dobas valdszindsége is ugyanaz.
Mennyi egy dobds vérhatd értéke és szdrdsa? (£ értéke a dobds eredménye.)

Egy 10 egybevdgo karcikkre osztott szerencsekerék 3 mezdjén az 5, 2-2 mezd@jéna 10 és a -7,
tovabbd 1-1-1 mez@jéna 15,a 0 és a —20 érték van feltiintetve. Egy porgetés utdn a jatékosnak
annyival valtozik a pontszdma, amemyit a kerék mutat. Mennyi egy porgetés vérhaté értéke
és szérésa?

Egy druhdz a beérkezett drut visszatevéses mintavétellel vizsgdlja meg, mieldtt dtvenné. A legutébbi
500 darabos széllitméanybdl is ellendriztek 40 darabot (tapasztalatb6l tudjak, hogy az érkezett
drubdl minden 25. hibas). Vdrhatdan mennyi hibds lesz a kivdlasztott mintdban? Mennyi a hibés
darabok szdmdnak szérdsa?




AZ ANALIZIS ELEME!L

I Az egyik memoriagydrtS cég a naponta elkészitett 1500 darab memdriakdrtydbdl 250 darabot
tesztel visszatevéses mintavétellel. Normdl tizemben a gép 120 darab hibds memoridt 4llft el§
naponta. Szamitsuk ki az egy nap alatt legy artott hibés alkatrészek szdmanak szérasat!

30 Sokéves atlagban elmondhat6, hogy Faradt 100 16versenyhdl 1-et nyer meg. Hatdrozzuk meg,
hogy a jov6 évi 223 futamb6] Féradt vérhatéan hdny gyGzelmet tudhat majd magdénak! Szdmit-
suk ki a jov6 évi futamgyGzelmek szamdanak sz6rdsdt is!

} Egy zacskéban 10 péksiitemény van, koziitiik 4 csokis, a 10bbi lekvéros. Jani belenydl a zacskdba,

és kivesz 3 darabot. gy gondolkodik: ,.a tizes boldogsagskdldn 8, ha csak csokist vettem ki; 6, ha
kett6 csokist; 5, ha egy csokist, és 2, ha az Bsszes kivett stitim lekvéros”. Hatdrozzuk meg Jani
boldogsdga mértékének

a) varhat6 értékér; b) szérasét.

Hatdrozzuk meg a p paraméterd Pascal-closzlds sz6rast, (Haszndljuk fel a varhaté értéknél
hasznalt otleteket is.)

% Hatdrozzuk meg hatdrozott integrdl segitségével az a < b paraméterd egyenletes eloszlds varhatd
értékét és szordsdt.

? Legyen £ val6szinfiségi valtozd esetén m =7, o = 2. Becsiiljilk meg Csebisev tételét alkalmazva,
hogy mennyi

a) P(E-17|26); b) P(E—m|< 3,5).

% Egy varosban esS utdn a kozlekedési lampdk egy része sdrgdn villog (varhatd értékiik 23, szérd-
suk 4 darab). Becsiiljiik meg, mennyi annak a valoszintsége, hogy a sérgdn villogd ldmpak szdma
egy nagy esd utdn 13 és 33 kdzé esik.

Iskoldba menet minden munkanap reggelén ét kell kelntink egy
Kkozlekedési lampén, melyhez véletlenszer(ien érkeziink. A {dmpa
2 percig mutat pirosat és 30 mésodpercig zoldet. Becstiljik meg
90%-o0s valészinfiséggel, hogy nyole hét alatt hdnyszor kapunk
pirosat ennél a lampéndl. (Haszndljuk a nagy szdmok Bernoulli-
féle gyenge torvényét.}

8 A magyar nyelv hosszabb szovegeird] dltaldban elmondhatd,
hogy 100 betiibst 19 ,.e” vagy .~ (nagyjdbé! azonos gyakori-
sdgiiak). Becsiiljiik meg, hogy milyen hatdrok kozitt mozog
legaldbb 80%-o0s val6szinfiséggel e ket maganhangzé eldfor-
duldsa egy 1350 betiit tartalmazé véletlen mintdban.

A choppertallkozén 75 feketére festett € 35 szines motort lathatott a kozonség. A fekete moto-
rok 40%-gban, mig a szinesck 80%-dban V8-as motor diibdrgott - ezeknek a hangjdt messzirdl
megismerte mindenki. Ha reggel félalomban valaki meghallotta egy V8-as motor hangjat,
és megkereste a hang forrésdt, mekkora valészindséggel pillantott meg szines choppert?

Bey dolgozat alkalmdval 30 didk kozil 25 j6l megoldotta az els6 feladatot, kiziilik 10 a maso-
dikat is. A masodik példat sszesen 13 f6 oldotta meg. Mekkora valosziniséggel oldotta meg
valaki jol
a) a mésodik feladatot, ha az elsé feladatot sikeriilt megoldania?

b) az elsd feladatot, ha a mdsodikat nem sikertilt j61 megoldania?

Egy gy6gyszerkisérletben 2 kisorsolt betegeknek
gyGgyszert adtak, a tobbi részivevének — a kont-
rollcsoportnak — pedig placebét (hatdanyag
nélkiili, de gyogyszernek 14isz6 szert). Az ered-
ményeket a tdbldzat tartalmazza. : S i i

. a) Mekkora a valGszindsége, hogy placebét kapott az a kisérletben részt vevd, akinek nem javult
az &llapota?
) Mekkora valdsziniiséggel kapott gydgyszert az, akinek javult az llapota?

W e

A kivetkezd hdrom feladat a) tészében a teljes valdszintség tételét, a 10bbi részkérdésben a Bayes-
tételt alkalmazzuk!

;A focicsapat az egész meccset Aladdr, Baldzs & Csaba csatdrokkal tdmadta végig. Aladér
15 helyzetébGl 2, Baldzs 4 helyzetébdl 1, Csaba pedig 7 helyzetébSl 2 golt ragott (helyzetiik is
csak nekik volt a palyan 16v6 22 jatékosbol és g6lt is csak Gk 16ttek). A televizi6 sportmisordban
bejatszanak a mérkdzéshdl egy talalomra kivalasziott helyzetet.

a) Mekkora valoszindséggel Idtunk golt a bejatszdsban?
b) Ha g6t 1atunk a bejétszdsban, azt mekkora valgszintiséggel rigta Csaba?
¢) Ha mégsem gblt 1atunk, akkor mennyi a valdszinsége, hogy Aladér hagyta ki a helyzetet?

7% Fgy torténelemtandr tavaly két osztdlyban érettségiztetett. A feleletek 58%-4t a C oszdlyban
hallotta, a tobbit a D-ben. A C-ben a didkok 20%-a, a D-ben 36%-a kapott dicséretet a szép
feleletéért.

a) Ha a toritandrnak véletlenszertien eszébe jut majd egy tavalyi szobeli érettségi felelet, mekkora
valészintiségge! fog rd szivesen emiékezni?

b) Ha szép felelet jut eszébe, akkor mekkora valoszintséggel jirt a feleletet adg tanuld
a D osztalyba?

FET Az Gjonnan épiilt térsashdz 2. emeletén harom lakds taldhato. Az itt lakek, miutan megismerkediek
az els6 grillpartin, elmesélték egymdsnak, hogy az épittet§ az eredetl tervekhez képest kinek
mennyit véltoztatott a lak4sdn. A véltoztatdsok 45%-a a By lakdsban, 35%-a a B,-ben, a t3bbi
a By-ban tortént. A By lakds tulajdonosa 60%-ban, a By lakésé 30%-ban, a B; lakdsé pedig
70%-ban nem driilt a véltoztatisoknak.

a) Aszinten egy véltoztatdst véletlenszerden kivdlasziva, menny) a val6szindisége, hogy oriiltek neki?
&) Ha tudjuk, hogy a kivélasztott véltortatdsnak nem oriiltek, akkor mekkora valdszintséggel
tortént ez a valtozds a By lakdsban?

Répalopdsi tigyben Ssszehividk az erdei birdsdgot, Szamdr il a védlottak padjdn. Nyuszi szerint
Kkizdrt, hogy Szamdr lopta €l a répat, legaldbbis a valészintisége csupdn 1%. Dr. Farkas Ugyész
bemutatja 1fj bizonyftékdt: Szamdr Sljdban megtaldlidk a répa zoldjének maradékait. A biré Bagoly
megjegyzi, hogy az FBI statisztikéi szerint az osetek 90%-aban akkor taldlnak ilyesmit, ha az ilietd
biinds, és csak 15%-ban akkor, ha az illetd drtatian.

@) Hogyan valtoztatja meg az Gj bizonyiték Szamér blindsségénck Nyuszi #ltal vélt 1%-os
valdszintségét?
&) Hogyan véltozna Nyuszi vélekedése, ha Bagoly 99%-os &s 1%-0s statisztikakat emlitene?

A szabilyos kockat egyszer feldobva tekintsiik az aldbbi eseményeket: A = {primet dobunk},
B = {legaldbb 5-6t dobunk}. Igazoljuk, hogy 4 és B egymdéstdl fiiggetlen események.

#525 Piros & kék kockdval dobunk. Bizonyftsuk be, hogy a piros kockaval valé 2-es dobds filggetlen
2 kék kockdval valé 5-6s dobéstl (azaz a definicid illeszkedik a tapasztalatainkhoz).
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7777 A nyolc mokus alapitotta Mokus Srsben a tagok fele gydjt
mogyorét. Harman gy(ijtenek didt, egyikiik pedig di6t és mo-
gyordt is.

Jelentse az M esemény azt, hogy egy taldlomra kivédlasztott

moékus mogyorét, a D pedig azt, hogy diét gytjt.

a) Fliggnek-e egymastol az M és D események?

b) Viltozik-e a fiiggetlenségi viszony, ha csak ketten gyiijtenek
diot, és kettejiik koziil az egyik mogyordt is?

Dobjunk fel kétszer egymds utén egy szabdlyos pénzérmét. Legyenek A = {az elsé dobds fej},
B = {a mésodik dobds fej}, C = {két dobdsbdl pontosan egy fej} események.
a} Vajon A, B, C események koziill melyik kettd fiiggetlen?

b) Vizsgdljuk meg, hogy hirom esemény esetén fennall-¢ a fiiggetlenség. (A, B, C fiiggetlenek,
ha paronként fiiggetlenek, & P(A-B-C) =P(A)-P(B)- P(C).)

Hagyomdnyos kockdval dobva, értelmezzitk a valdszinliségi véltozét a kovetkez8képpen:
&: {adobés eredménye 1 vagy 2 vagy 3} — 1,

{a dobds eredménye 4 vagy 5} — 2,

{a dobds eredménye 6} — 3.
Abrizoljuk az eloszldst s az eloszldsfiiggvényt.
&2 Egy doborban 4 almazéld, 3 kék, 2 piros és 1 fekete golyd van. Valdszintiségi kisérlet az, hogy

hiizunk egy golydt, €s felirjuk a szinét. Abrdzoljuk a valdszinliségi valtozd eloszldsat és eloszlds-

fliggvényét, ha a viltozé
a} afenti sorrendben rendeli az 1, 2, 3, 4 értékeket a szinekhez;
b) a szinek dbécérendjében rendeli az eseményekhez az 1, 2, 3, 4 értékeket;

¢) a goly6k dobozban vald eldforduldsainak megfeleld szimot rendel a szinekhez, (Feltessziik,
hogy minden golyét egyenld valdszintséggel hizunk ki a dobozbdl.)

Vegyes feladatok

22 Egy kosdrlabda-mérkdzés lelkes kozonségét 623 férfi és 377 né alkotja. A televizidban 20 alka-
lommal vdgjdk be véletlenszerten a kiizinség egy-egy tagjat (egy £t akdr tobbszir is).

a) Mi a valoszintisége annak, hogy a 20 bejdtszasbdl 7 alkalommal mutatnak nét?

b) Mi varhat6, hany férfi fog felttinni a képernyén?

¢) Adjuk meg az | m — o; m + o[ intervallumot, ahol m a képernyén megjelend urak szdmanak
vérhaté értéke, o pedig a szdrdsa.

Legyen & valdsziniiségi valtoz6 esetén m =5, o= 1. Becsiiljiikk meg, hogy mennyi
a) P(&-5|22); b) P(E-5]<15).

2 Akardcsonyfadiszek egyesével csomagolva egy nagy dobozban vannak. Kéziiliik véletlenszerden
vélasztva 0,2 valoszintiséggel vesziink ki piros gombot. Azt is tudjuk, hogy a diszek fele gomb.

a) Mennyi a val6sziniisége annak, hogy piros diszt vesziink elé, ha a dfsz gomb?

b) 120 diszéink van 6sszesen. Ha tudjuk, hogy a piros szind disz és a gémb alakii disz kivilasz-
tadsanak eseménye fliggetlen egymastol, akkor hany piros disziink van a csomagban?




SORQOZATOK

d) Ha n 2 4, a sorozat monoton cstkkend, mert:

SOROZATOK d.—d _3m+1)-5 3n-5_ 3?2 +7n+8

D2+ mi+l (e 2n+ D@2 +1)

8n+3 4

A sorozat ioQalma - meQOIdaSOK A sorozat korlatos, mert —1=d; <d, <d, = %
fa)a =-15 ay=-1, a3=-05, a=0 n+1
b) by =-3, by =-8, by=-9, by =0; e) A sorozat szigordan monoton novekvd, mivel e >1, és
c) 61:3, ¢, =8, C3:9, C4=0; ) n+1
- e —e,=2+lgn+D)-C2+lgn)=lgr+1)-1gn=1 >0.
d) d1=4’ d2=2, d3=4, dy=2; n+l” “n g )= ( gn)=lg( )-lg g n
e e =1, =25 e=L75, e =2125 A sorozat alulr6l korldtos, mert 2 = ¢ < ¢,,, feliilr6l nem korlatos.
F)h=-1, h=1 fi=-1, fo=1 f) Ha n 22, asorozat monoton novekvs, mert:
8181772 m=-L g=-05 g=-02 Cfo == 2 1R T A1)+ 9 (202 - Tn+9) =4~ 530,
‘ T B B e
-2 - 0 1 0 - 5 7 & & 4 8 2 1 0 : 7y, 23 < ] 23 e 5
Mivel f,=2|n—-|+—, asorozat alukrél korldtos, mert f, = —, feliilr6l nem korldtos.
&y = Ca Cy dy dy dydy 4 8 8
b2 s 4 & 6 7 8 & 0 ¢+ 2z 3 45 8 g) Az Osszeg ltaldnos tagja 4talakithato:
) & & & % ) o hs Bl o R 05 4 2 _ 1 1
0 1 2 3 2012 -2 - 0 : 2a+DCn+3) 2n+1 2n+3
Y7 a) a,=6, a;=6; b) by=-3. by=13; c) cg=-128, ¢y = —4096; : Ezt felhasznélva:
dj dy=1,ds=81; ) ey=2, ex=4; £) £,=10, f;=40 vagy g=r-i, 1 11 o, r v 11
fy=-10, f5=—40. _ 3 55 7 79 2n+1 2n+3 3 2n+3
A sorozat szigordan monoton ngvekvd, mert barmely » pozitfv egész szdmra:
A sorozatok tulajdonségai I. Korlétossdg és monotonitas gt — L (l _ j -
< 3 2n+1)+3 3 2n+3
- megoldasok (n+1)
L 1 . 1 2 S
%1% o) Asorozat szigorian menoton nvekvd, mert birmely n (€ Z)-re: T 2m+5 2m+3 (2n+5)2n+3)
2 2 2 2 1
ad,q—a,=—(n+1)-T—-|-n-7/==>0 4 i il hud
'+l ~ 3( ) (3 n ] 3 A sorozat korldtos, hiszen 15 gi<g,< 3
. . 19 .
A sorozat alulrdl korlatos, mert a, 2 a; = -3 feliilr6l nem korldtos. h) Mivel a szomszédos tagok ellenkez§ eldjeliiek, a sorozat nem monoton.
. R . . Vizsgéljuk a sorozat paros és paratlan sorszdmu tagjait!
b) A sorozat szigorian monoton cstkkend, mert birmely n (€ Z)-re:
., on+1 , . 6n+1 3
4 3@n+1) (4 3n 3 Ha n péros, &, = , amire telfesiil, hogy 0 < <=
by —by=—————= === <. 8n+3 8n+3 4
7 4 7 4 4 o1 1 3
Ha n pératlan, h,= _8 n+— , amire teljesiil, hogy 0> — 2
71

A sorozat feliilrdl korldtos, mert b, < b = VZ_SS’ alulrdl nem korlatos.
. p . 3 3

¢} Ha n =2, a sorozat monoton névekszik, mert: A sorozat korlatos, hiszen _Z <h,< Z
_4+3(n+1) 4+3n 37

Cpyl — Cn™ = >0.
T _4m+l) T-4n (n-3)(@r-T)

GIEE Végezzik indirekt mddon a bizony#tdst. Tegyiik fel, hogy a sorozat feliilr6l korldtos, azaz létezik X,
amelyre minden pozitiv egész n esetén logyn < K.
Fz azonban azt jelenti, hogy n < 2K, ez pedig ellentmondds. Tehdt a sorozat felitlr6l nem korl4tos.

. 7
A sorozat korldtos, mert —10=c, <c,<¢; = 3
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@8 a) A bal végpontok nének, de nem lesznek nagyobbak 2-nél. A jobb végpontok cstkkennek,
de nem lesznek kisebbek 3-ndl. Kozos rész a [2; 3]. Az intervallumok egymdsba dgyazottak.
b) Nincs kizos rész, és nem is egymdsba dgyazottak.

¢) Abal végpontok cskkennek, koziittik az els6 a legnagyobb: 2. A jobb végpontok is cstkkemmek,
de nem mennek 2 ald. Egyetlen koztis pont a 2. Nem egymadsba dgyazottak.

d) Nem egymasba agyazottak, €s nincs kdzds pont.
&) Nem egymédsba dgyazottak, kozés résziik J—1; 1]
f) Egymasba dgyazottak, kdzés pont a 10.
g) Egymdsba dgyazottak, kizts pont nincs.
1) Egymasba dgyazottak, kdzos pont a 10.
Mindhdrom esetben a szomszédos tagok hdnyadosat vizsgaljuk, megtehetjiik, mert a sorozatok
tagjai pozitlv szdmok.
a) A sorozat szigortian monoton névd, mert

’

2 27 277 2

{n+0)!
Dyl _ sntl _ n+6
o mEi- 5 b
511
b} Asorozat a 3. tagtdl csgkken, mert
5
(]’L + 1)5 14 l
bn+1 5”+1 n 1
= = <l, ha wu»=< =2,03.
b, u> 5 -1
511
¢) A sorozat szigorian monoton n6vs, mert
(n +4)!
S+l 7! n+4 4
—= = =1+—>1.
[ (n+3)! n n
(m—-1)!
5 Afeltétel szerint:
Ayt a1 = (afl+1 - an) 2'
Kifejtve és rendezve az aldbbi masodfokd egyenlet adddik:
ar. - (Ra,+1)-ap + (ag_an) =0.
A ndvekedés miatt csak a kovetkezd megoldds felel meg:
2a,+1+ . f8a,+1
a71+1 = -
2
Az a, ., akkor lesz természetes szdm, ha 8a, + | pératlan négyzetszdm, legyen:
8a,+1=(2k+1)2, ebbdl a = gk_;Q
Tehdt a sorozat a kdvetkezd természetes szdmokbdl all:
1223 34 kk+l)

SOROZATOK |

A sorozatok tulajdonségai Il. A hatarérték fogalma
— megoldasok

% ) |4 8[; B) J-2;0[;
d) 1-1; 245+ 1[; ¢e) P=33; e=13;
g) P=09;e=27; h) P=-385; £=1,15.

¢) 1-09;5.5[;
F) P=45:e=08;

o (_1 )n
Pelddul az a,=10 + =—— sorozat.
n
- n-3 = 3 . —2¢ ,
GEG o) - 1< e-bdl <g ——<g majd 5 —2e < ne. Innen < n. Behelyettesitve
e+l n+2 n+2

g=0,1-et 48 < n, tehit N =48,

b) A sorozatnak a nevezd miatt nincs 10. tagja, ezért elegend6 az n> 10 tagokat vizsgalni.
502 +20 520
n? ~100 n? -100 n?—

Innen adddik: JM < 1. Behelyettesitve € =0,01-et 228,25 <n, tehdt N =228.
€

c) ‘2(‘/7— 1|< e-bol 27 <1+ majd 7 < (1 + & Tnnen log;,.7<2n & 0,5-logy 7 <n.
Behelyettesitve £=3-1073-ar: 324,8 <7, tehdt N = 324.

< g-bol

-5 <& Ha n > 10, akkor

0 5 <¢, azaz 520 + 100e < n’e.

§ a) Asorozat hataréreéke: lima,=0.
n—>o0

< To00 egyenlétlenség megoldasdval adédik: n>3498.5. Tehat a kiiszébszdm:

Az

2n+3
N =3498.
b) A sorozat hatdrériéke: limb,= E
n—co 4
-3 3

i frlamchati] L 1
—=|<—— egyenlbtlenségbdl <
4n+1 41 1000 lon+4 1000

n > 1062,25. Tehat a megfelel§ kiiszobszam: N = 1062.

Z

adddik, aminek a megoldésa:

¢) Asorozat hatdrért€ke: limc,= —%.

n=3e2
-3 .
Son 3’ < L egyenlStlenséghdl a kivetkezdket kapjuk: —~1~, ennek

29
Tn-2 71 1000 49n - 14 < 1000
amegolddsa: n > 592,12, Tehdt a megfeleld kiiszobszdm: N = 592.

Z

d) A sorozat hatdrértéke: limd, =0.
n—yo0

n-11
n2+dn+3

< —1020 egyenldtlenséghbdl, mivel a nevezd pozitiv, ha n > 11, a kdvetkezd adddik:

0 < n?-996x + 11003, ennek megoldédsaibsl: n = 984,8. Tehdt a kiiszobszam: A =984,
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e} Asorozat hatdrértéke: lime,=1.

n—>eo
2_ _ .
Azl A3 { <L coyenibtienséget dtatakitva: —ﬁi’ <L han>2, akkor
nt—n-2 1000 n?—n—21 1000
Ll N —1—, ahonnan: 0 < 72 — 3001x + 4998, Ebb6L: # = 2999,3. Tehdt: N = 2999,
n?—n-2 1000
E38 o) A sorozat hatdrértéke: lim 2010 =0.
n—e3n+1
Az 2010 < £ egyenlStlenség megolddsa: n > w {gy a kiiszobszam: N = {@i]
3n+1 3e 3e

.11 1
b} A sorozat hatdrértéke: lim Hn+5 = —1
—>ee 7f’L - 3 7

Az Ln+35 - u < ¢ egyenlGtlenség megolddsa: n > M
n=-3 7 9¢
Tehét a kiiszobszdm: N = [w}
49¢

. Z_p+5 1

¢) A sorozat hatdrériéke: lim L. =
=302 +2n+3 3

n—n+5 1

3ne2m+3 3
—Sn+12 Sn-12
I+ 6n+9 92 +6n+9
16tlenséghez jutunk. Megoldhaté a médsodfokd egyenlétlenség is, de van mds tit:

S5n-12 5n S5n 5

< = ,
92 +6n+9 I +6n+9 MmiP+bn m+6

< ¢ egyenldtlenséget kell megoldanunk. Elvégezve az dsszevondst

< & adédik. Ha n > 3, akkor az

< £ masodfokil paraméteres egyen-

ha teljesiil az

< £ egyenldtlenség, akkor az eredeti is teljesiil. Ez utébbinak a megoldasa:
7+

. Tehat a megfelel§ kiiszébszam: N = [5 ; 68]
. [

5-6¢

n>

a) Asorozat periodikus: a, = a,, , 7,. Az elsd 22 tag kiilénb6z8, majd mindbs! végtelen sok kdveti,
tehdt barmilyen valds érték tetszdleges kicsi kOrnyezetén kiviil a sorozatnak végtelen sok
tagja van, ami azt jelenti, hogy nem konvergens.

b} A sorozat paros sorszamuy tagjai:

6n+l 3
s
8n+3 4
A paratlan sorszdmu tagok:
_—6n-1 3

n

= ——=.
8n+3 4
Tehdt a sorozat nem konvergens.

Példaul a kovetkezd sorozat:
1, ha =n pératlan,
a, =432
" |=, ha & péros.
n

SOROZATO

A sorozatok tulajdonsagai lll. Konvergens sorozatok tulajdonsagai
- megoldasok

3 a) Vizsgdljuk a sorozat monotonitdsit. Barmely n € IN* szdmra:

2n+1)—6 20-6 2n2—4n-2n2-2n+6n+6 6
n+l & - - onr+D) - nlr+1)

tehdt a sorozat monoton név§.

Ldssuk a konvergencidt! Sejtéstink, hogy A = 2:

2n-6

n

Ay~ Ap=

s

6

-2j<e,  majd é<n = N:[—}.
€

£
Asorozat hatdréitéke 2. Hatarai: H=2, h=q,=-4.
b) Vizsgéljuk a sorozat monotonitdsdt. Barmely n € N¥ (1299, n = 100) szdmra:
b _p oIt 21 _nt 20 _ n2+21n —100n — 2100 — n2 — 201 + 991 + 1980 _
P 289 T r—100 (n—99)(n —100)

120
————— (),
(n—99)(n —100)
Ha n < 100, akkor a sorozat tagjai negativak és a sorozat monoton csékkend; 72 > 100 esetén
a sorozat tagjai pozitfvak és a sorczat monoton csokkend. (A sorozatnak nincs 100. tagja.)
Lassuk a konvergenciat! Sejtésiink, hogy B=1:
n+20 120 +100e
_— ——=<n
n—100
Valéban B = 1. fgy hatdrai: & = bgg =~119, H=bo = 121.

-li<e  majd

Ne [1 20 + 1005]'
£

¢) A sorozat monoton cstdkkend, ugyanis barmely n € Nt szdmra:
Cntl _ 072”+1
n
c, 0,2

Hatarértéke sejtéstink szerint C=0:

=0,2<1.

102"-0l<g 02%<e & n>logy,e C=0.
Tehdt hatdrai: h=0, H=c¢;=02.

d) A sorozat monoton nové, hiszen barmely n € N* szdmra:

10,9 > 1/0,9.
0,9>09-50,9 = 1>40,9.

Ugyanis

Hatéarértéke D = 1:
10,9 -1)<e,  (1-€"<0,9, n>log_.0.9.
Tehét hatdrai: H=1, h=d; =0,9.
e) Mivel a sorozat nem konstans és a koszinuszfiiggvény periodikus, ezért a sorozat nem monoton.
A sorozat periodikussaga kizdrja a konvergenciat.

A sorozat korlatos, hiszen a koszinuszfiigevény értékkészlete [-1; 1]. A széls értékeket a soro-
zat fel is veszi, {gy H=1 és h=-1.
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f) A sorozat nem monoton, hiszen minden tagja ellenkezd elGjeld, mint az utdna jové.
.1 . p
A sorozat konvergens, ugyanis — — 0. Gondoljuk meg: ha egy 0-hoz tartd sorozat tetsz6leges
n-

tagjainak elGjelét megvaltoztatjuk, az a 0-hoz valg konvergencidt nem befolyédsolja. Hiszen ha
a 0 egy kérnyezetébe beleesik valamelyik tag, akkor azt tikrdzve a 0-ra (ellenkezd elGjelét
véve), az is bele fog esni a szimmetrikus kdrmyezetbe.

A sorozat korldtos, mégpedig H=f, =025 és h=f; =-1.
g) A sorozat nem monoton, hiszen minden tagjdval elGjelet vdlt.

A sorozat nem konvergens, hiszen tagjai nem kozelitenek valamely érték felé, hanem épp ellen-
kezGleg, bizonyos tagtél kezdve egyre tdvolodnak barmely értéktél.

A sorozat nem korlétos, hiszen a péros indexd tagok minden hatdron til ndnek, a pdratlan indexd
tagok pedig minden hataron tdl csokkennek.

Nevezetes sorozatok hatarériékei I — megoldéasok
212 3211 43210
— c R d) .
99 999 9999
[TEEE Fejtsiik le a szdmbdl az ismétl§ds szakaszi:
A=5226+1565-10"5+1565-10"10 + 1565 10714+ ..
Az elsé tag utdni Gsszeg végtelen mértani sor: @, = 1565-107¢ és g =104,
Mivel 0<g<1:

b)

1565 1 1565
S=—"". = S
10 ;__1 999900
10*
majd
5226 1565 52254774+1565 52256339

= + = .
100 999900 999900 969900

Tekintstik a tort egészrészét (3) és a tizedeseket:
A=3+9-10749.107249.1073 + ...
Ebben a végtelen sorban a mértani sor 1ész a 3 utdni, itt a; =9- 1071 és g=10"1 (O < g<1).

Ekkor: 9 L 10

"0 1Tt
10
Tehdt az Osszeg altal jelolt szam 3 + 1 =4
Megjegyzés: Azért a 9-ss szdmjegy esetén ,,véit” a szdm, meit ez az utolsé jegy a 10-es szam-
rendszerben. Otos szémrendszerben pl. 2,44444 ... =3,

B} Készitsiink 4brét! Az elsd hdrom Iépés dbraja
a kovetkezs:
Tegyiik fel, hogy a kiindulé négyzet oldala és
terlilete is 1 egység. Figyeljiik meg, hogy min-
den 1épéshen egy szakaszb6l 6t tjabb hatdrols-
szakasz keletkezik, harmad hosszisdggal.

o

SOROZATOK

Tgy a keriilet:
Szebben irva:

7 -1
Hm 4 - (é) = oo,
nes A3
A teriilete:
1

2
Tl Lelede, T3:]+4-$+4-5-(§J,

2 n-1
PSP JEN ) Rl
59 59 59

Innen a végs6 alakzat tertilete:
_ _ 45 4 (3% 4 (5! 4 sy o as
Im7,=lm |[l+—-=+— = |+, +=|= =l+—-I —|=l+=-——F5=2
s " n_w[ 5975 (9] 5 (9} 5 ,EL”LE@ 597,577
9

Ezt az eredményt szemléletiinkre tdmaszkodva is megsejthettitk
volna, ha feltessziik, hogy antvekedd alakzat kitslti a nagy
négyzetet.

Tgy viszont felhasznalhatjuk annak igazoldsdra, hogy a novekedd
alakzat valdban kitoli a nagy négyzetet.

Altaldban:

Nevezetes sorozatok hatarértékei ll. Miveletek konvergens
sorozatokkal — megoldasok

8-}-E 4 5
W a) lim 8+ 3 = lim " n =§; b) lim 4-5n = lim & :—E;
n—sewlln —7 anii_z 11 >0 9n —22 :ng__Z_Q 9
n
7
— 13n—4+—
2_
¢) lim P R Him —2 =0 d) 11111]3}1 4n+1= i n_
n—e2n? —5n e, S nse Tn+100 a5 100
n n
245, 312 N
24504312 . p 42 . 8n%+5m+4 . PR
e) lim =1 =0, lim = | n__2.
)n—>wnz—4n——1 Aoy 4 1 o n—e3n2 = Tn+11 ngric 7 13
- 3-—+—
n on non
1+ 2 + !
3,132 6 3 s
g) lim n’+1) - tim +2n +l: lim won®
n—eo 1+n0 n—e  1+n® nme 1

n




1+5+9+...+@n-3) _ 2

B) lim

= lim

(4n—2)n

n?—n

n—o 13]1 oo 13]12

o -3 (s Hs -l

RIS

T n+t 1 1 1 1
m—- =—-lim|l+—|=—-1=—.
n~>m2 23 3 4 4 n n nse?2 n 2 noes 2

n—-1 n+l

n—oo ] 3}12

im
n—ew 13 13

Il

o) 1im(M—~/§E)= tim (x/3n+1()7\/§)( 3n+10 + 371)=

n-y o 4¥£+2 2+2
\d n?

akkor Lim LS =0.

fl—?“‘a

n—yee n—yoo 3n+10 ++3n
0
lim = lim ;@ =%= :
n—e 30+ 10 ++/3n naw\/3+k+\/§
n o
4n? —6 —2n){dn? -6 +2 -
by lim (VAn® — 6 —2n) = lim (Van 26 +2n) _ lim 6
n—yeo s Van? -6 +2n noeoJdn? — 6 +2n
-6
= lim —2 0 g

Megjegyzés: A megoldasban felhasznaltuk azt az egyszert tételt, hogy ha Ke R és la,,[ — oo,

¢) Tim(\V2n+8 —/n+2)= lim/n - (f2+—— 1+‘]
R0 H—yeo
= limn - 1im(f2+§— /1+3J=m-(24):
R—>c0 n—>co H n

+1 1+1
d) hm(\/n +n—~n?— )_ lim u = lim
n—oo naw\/n +n +\/J1 - n—yeo \/
I+ -
. 1 .22
3 o) lim =0; b) lim
n—seo Y 8r1+ 1 nsw VA2 +5

SOROZATOK

Jan+5 . 4+; 2
¢) lim = lim ==;
n=eo] + 9+ 1 n->~>ei+ 9+l 3

n n

2
R e S (g B

2n — 2
d) Hm = lim L
)naw 2502+ 1 oo 1 5
25+—2
n
e W3+1
@B o) (Y107 +324} - 10; b)—( ]\l/)g(] ) a1

¢) Haszndljuk fel az a® — #° = (a - b){a? + ab + &} azonosségot:

(@2 ¥o=a) (@ 2) + Yo DD + (3]

3 —
e (3n+2)2+§[(;7;§5(—n__4)+(§/m)2
_ n+2—(n-4) 6 _
(ns2f + a2 D+ Qn-2) @nez) + s 9 +{a=3)
- 6
= I 5= 0.

2
F T
n n n n
d} Az el6z$ azonossdg felhaszndldsdval:

2
n
In2—nden=n-In® _n?=
nlen-Ynd-n’+ \/ 2

1+3/1‘1+3(1—lj
n n

e) Tetszdleges k pozitfv egész szdm €s tetszéleges a > 1 valds szdm esetén:

k 2010
. n ) n
hm —=0, ezt { } -0
N 2)1

f) Ha a>0 valés szam, lim 2= =0, Mivel

n—eo 1L
101007 (10100)”

s

n! n!

100n
{;o }_}0
n!

ezért




Elég beldtnunk, hogy a {\/—52 —\[Zl} sorozat hatdrértéke 0.

Ha a # 0, akkor mivel a szami4lé 0-hoz, a nevezd 2\/5-3102 tart:

hm(\/_ \/_)— lim —=t—r

oo n—swe /O, +\f

Ha a =0, akkor indirekt Gton vagy a definici6 segitségével beldthaté az allitds.

akkor a, > K. Azaz:
n*~8n—28

100n + 593
Ha n> 28 és n> 593, a kovetkezd becsléseket végezhetjitk el:
n2-8n-28 nl-8n-n_ n?-9n _ n?-9n _n=-9
100n+593 ~ 100n+593 " 100n+n  101n ~ 101°

igy a,> 1019 > K. Az Wg > K egyenl6tlenség megolddsa: n> 101K + 9.

Tehdt a megfeleld kiiszobszdm: N =[101K +9].

1 n 1 n+3-3 1 n+3 1 -3
a) hm |1+ = lim |1+ = lim [1+ - lim | E+ =e¢ l=g¢
3o n+3) now n+3 n—seo n+3 e n+3

1
b) lim {1~§J =e’5=i5;
e n e

m 2n
3 6
n 1+~ I+ 5
n+3 . n . 2n e 4
¢) lim = lim =lim ———- =5 =e%
n—eolit+1 el 1 s 2V e?
I+ — 1+ =
n on

Vegyes feladatok — megoldasok

2 a) ]1; 5[ b) 1-10,001; -9,999[; o) ]%;5,78_[;
d) P=129; £=03; ¢) P=065; e=1,15; frp=28 223
35 35

2 a) A sorozat szigoriian monoton néva, mivel
a,=5n+1<5n+1)+1=q
0<5.

A sorozat alulrdl korlatos, hiszen pont a ndvekedés miatt = a; = 6. A sorozat feliilr6l nem korla-
tos. Tegyiik fel indirekt, hogy létezik K valds szdm, amire minden rn-re a,= 51 + 1 < K. Atalakitva

n+1s

n<

-1 . K e Tt 1 . < P .
, ami egy idd utdn biztosan nem teljesiil, hiszen n minden hatdron til ndvekszik.

# Be kell ldtnunk, hogy bdrmely K € R szamhoz létezik N € Z* kiiszdbszdm, amelyre ha n > N,

SOROZATO

b) A sorozat szigordan monoton csékkend:

212
" In” In+l T
T 10

. . .. P 12 . .
A sorozat korldtos, ugyanis pont a csdkkenés miatt 7 = b= ER Ugyanakkor mivel minden
tagja pozitiv, alulrél korldtozza a nulla (melyet minden hatéron til meg is kozelit): &= 0.

c} A sorozat tagjai periodikusan ismétlédnek (van koztiik pozitiv is, negativ is), tehat nem lehet
monoton.

A periodikus ismétiédés miatt a sorozat biztosan korldtos, mégpedig H=1 és h=-1.

B a) Sejtésiinkaz A =3. frjulg fel a definfciét:

3n-6 -21 21
—3|= = < g,
n+5 n+5 n+5
21 < (n+ 95,
21-5¢
— <
g

Tehdt az A=3 e sugari kdmyezetébe a sorozat N = [ﬁ} -edik indexti tagjdtl esnek
a sorozat tagjai. €
b) Sejtéstink B = 0. Trjuk fel a definfcidt:
I a+2 ol i r+2 | n+2
(n? 25 n2-25 nt-=25

<g, (han>35)

n+2<(n?-25)¢,
O<en?-n—2-25¢

T JT+4¢-(2+25¢)

A miésodfokid egyenlet megolddsai »; 5 = 5
’ e

f ;
zetbe a sorozat N = [w

. Tehédta B =0 £ sugari kornye-

2 :I -edik index( tagjatdl esnek a sorozat tagjai (€ > 0).
£

@E} «) A sorozat monoton csékkens, A=2, H=g, = ?, h=A=2.

b) Asorozat monoton novl, A=1, H=A=1, h=gq, =*%‘

¢) A sorozat monoton cstkkend, A=0, H=a; =099, k=A=0.

d) A sorozal monoton novs, A=+fe, h=a; = 1,5, H= Je.
a) 0; b) -0,5; ¢} oo.

A keletkezett alakzat teriilete:

2 3 2i 1 2i-1
B a8 3
9 \9 9 n-yes 11—>w S\ T80 80 80 10
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FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI
Fliggvények, érdekes fiiggvények, abrazolasuk
és alapveid tulajdonsédgaik — megoldasok

c) hx)=x-2; d) i(x)=0.

F(=x) = f(=x) - g(—x) = f{x) - g(x) = F ().
Ha f és g paratlan, akkor
Flex) =f(-2) g{=2) = = f(0) - (~g(x)) = F(x).
b) Tegyiik fel, hogy f pdros és g pératlan:
Fl-x) = f(=x) - g{=x) = f(x) - (~g(x) = = f(x) - g(x) = ~F(x).
¢) Tegyiik fel, hogy az f és g fiiggvény p szerint periodikus:
Fle+p)=flx+p)-glx+p) =) gx) = Fx).

d) Egyik 4llitis megforditdsa sem igaz. Ha F(x) =f(x)- g(x} paros/paratlan/periodikus, abb6l

nem kovetkezik, hogy f és g paritdsa azonos/kiilonbdzé, illetve hogy periodikusak.

Példaul legyen

0, ha =x#1,

Jo= {1, ha x=1;

()= 1, ha x=z1,
=00, ha x=1.

Ekkor F(x) szorzatfiiggvényiik konstans 0, ami egyszerre pdros, paratlan és periodikus is, bar
sem f, sem g nem pdros, acm pdratlan és nem is periodikus.
¢) Nem igaz. Ugyanis tegyiik fel, hogy F(x) = f(x)- g(x), és f(x) is p szerint periodikus, azaz
Flx) = Flx+p)y=f(x + p)-glx + p) =f(x) - g(x + p).
A fenti sor elejét és végét dsszevetve azt kapjuk, hogy
Jx)-glx+p) =f(x)-g(x).
Ebbdl arra kovetkeztethetnénk, hogy leosztva f(x)-szel, g(x + p) =g(x) adddik. Azonban
tudjuk, hogy ismeretlen kifejezésekkel nem oszthatunk!

Példdul ha f az adott x pontban zérus, akkor az, hogy x + p-ben is periodikus, nem érdekes,
ugyanis:

0-gx+p)=0-gln),
valéban teljestil, csakhogy g(x) és g(x +p) értékétdl teljesen fiiggetleniil! Tehdt ezeken
a helyeken g barhogy viselkedhet, nem kell pertodikusnak lennie. Eehetséges, hogy

g(x) # g(x +p).
Mivel ez a probléma csak és kizarolag az f(x) = 0 helyeken jelentkezik, elegend§ azt kikdtntink,

hogy pl. kbzds értelmezési tastoményukon f(x) sehol sem egyenld O-val. Igy az osztis elvégez-
hetd, és valéban: g(x + p) = g(x), tehéat g 13 p szerint periodikus.
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(ifE A feladatok sordn k € Z, h az als6 hatdrt (legnagyobb alsé korlétot), H a fels6 hatart (legkisebb

fels§ korlétot) jel6li. A monotonités az utolsé feladatot kivéve szigord. A szélsGértékeknek el@szor
a helyét (x), majd az értékéi (y) adjuk meg. Kiilon jelokhiik, ha a szélséérték helyi.

a) Ertelmezési tartomdny: x € R; : R .
értékkészlet: yeRy: ' : o
zérushely: x=0; s i
monoton cstkkend: xE ]—oc; O]; ;
monoton néva: xXe [O; oo[; y :
korldtossdg: csak alufr6l, ki =0; R o
minimunt: x=0,y=0; :
maximum: ninges;
periodikussag: nem.

b) Frtelmezési tartomény: x € R; T,
értékkészlet: yeR; : 569
zérushely: x=0; v
monoton csokkend: nem; S 1 :
monoton ndve: R; . st X
korlatossag: nem; R
minimum: nincs;

MAXIMum: nines;
periodikussdg: nem.

¢} Ertelmezési tartomény: x € R; o £y
Srtékkészlet: ye [—4ieof; D clif:
zérushely: xp=-1, x,=3; ey :
monoton cstkkend: X € ]—cc; 1]; X
monoton névé: x € [1;00f;
korltossdg: csak alulrdl, h=-4,;
minimum: x=1, y=-4;
maximum: nines;
periodikussig; nem.

d) Brtelmezési tartomdny: x € R;
értékkészlet: yeRS:
zérushely: x1=3,x,=5

monoton cstkkend:
monoton niva:

x € ]—oo; 3] u [4; 5};
xe[3:4] U5 ef;

korlatossdg: csak alulrél, h=0; e
minimun: x=3, =08 x=35,y,=0;

maximum: x=4, y=2 (helyi);

periodikussdg: nem.
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¢} Avalakitds uidn: _ e e h) Atalakitds utdn:
1 DERE o Jixl = >
*xzﬁzx’ ha xZO, ; : SR 4 h(x): lx| \/;, ha x_O,
) = 2 : : —Jlxl =—J~x, ha x<O.
— 2 ) .
a x°+2% ha x<0. Ertelmezési tartomény: x e R;
. . p értékkészlet: cR;
Erteliezési tartomdny: x € R; rushel Y 0
v zérushely: =0;
értékkészlet: ye[-2;0]; 4 B N ¥
- monoton cstkkend: nem;
zérushely: X =4, x,=0,x=4 N
o P g monoton ndévo: reR;
monoton csdkkend: xe ey 21U 0:2]; L
o korl4tossdg: nem;
monoton ndovd: re[-20] w2 f; . ) .
korlatossag: csak alulrdl, h=-2; mlm.mum. H%HCS’
.. . maximunt: nincs;
minimum: x;==2,y1=-2 & xy=2, y,=-2; . »
. . periedikussag: nem.
LR maximums: x=0, y=0 (helyi); - S
periodikussdg; nem. i) Ertelmerési tartoméany: x e |—co; 3]; e vk
B értékkészlet: yeRy: :
f) Atalakitds utdn: P . . S
2 zérushely: x=3; . 1
fy=x-3 =lx-3[ i 1 monoton csdkkend: nem; BT : I3
Ertelmezési tartomany: x € R; o monoton novE: x€ |—oo; 3];
értékkészlet: yeRy: korldtossdg: csak feliilr6l, H = 0;
zérushely: x=3; minimuem: nincs;
monoton cstkkend:  x € J-oo; 3]; IREEY ; : maximum: x=3,y=0;
monoton néve: xe [3;00f; periodikussdg: nem.
korldtossédg: csak alulr6l, 2 =0; ) Ertelmezési tartomany: x € [3; 3];
minimums: x=3,y=0; ’ értékkészlet: yE {0; 3};
ma?mr%um: mnes; zérushely; x=-3, x,=3;
periodikussag: nem. monoton csikkend: xef0;3]:
g) Atalakitds utén: - e . monoton novs: xe [—3; OJ;
- Jx, ha x>0, korldtossdg: igen, h=0, H=3;
*x) = ..
& W-x, ha x<0. minHnum: X = -3, ¥ = 0, Xy = 3, ¥y = 0;
g i 5 maximuny: x=0,y=3;
Ertelmezési tartomény: x e R; odikussé ’
eriodikussag: nem.
ériékkészlet: yeRG: P &
zérushely: x=0; k) Ertelmezési tartomény: x € R\{1};
monoton esokkend:  x € |—e0; 0]; : értékkészlet: yeR\{1}
monoton ngvs: xe [0; e[ zérushely: x=-1;
korldtossdg: csak alulrél, fi =0 monoton esokkend:  x € J—eo; 1] L 15 0
minimum: x=0,y=0; monoton néve: nem;
maximum: nincs; korlatossag: nem;
periodikussag: nem. minimumn: nincs; N
maximum: nincs; '
periodikussig: nem.
.......................... 58 BG . erererireniniennanaiiinin




1) Ertelmezési tartomany:
Ertékkészlet:
zérushely:
monoton csokkend:
monoton ngva:
korl4tossdg:
minimum:

MAaXIMuI:
periodikussig:

m) Ertelmezési tartomany:

értékkészlet:

zérushely:

monoton csokkend:

monoton néva:

korlatossag:

minimum:

maximum;
periodikussdg:

n) Ertelmezési tartomany:
értékkészlet:

zérushely:

monoton csékkend:
monoton nova: '
korlatossdg:
minimum:
maximum:
periodikussdg:

0) Brtelmezési tartomany:
értékkészlet:
zérushely:
monoton csdkkend:
monoton nove:
korldtossdg:
minimurnt:
maximum:
periodikussdg:

xeR\[-2;2};
yeR\]-0.25;0];
nings;

xe[0;2[ U ]2; ]

xe J-eo-2[U]-2;0]:
nein;

nincs;

x=0, y=-0,25 (helyi);
neim.

xeR;

vel-11);

x=k X
xe[£+k7r;3—7r+k7z:|;
4 4

xe[—£+kn;£+kn];
4 4
igen, h=-1, H=1;

z
X=-=+kr, y=-1;
p y

x:E+k7r,y=1;
igen, p=a.

xeR;

x € [+ 2kn; 2m+ 2kal;
x € [2kz; m+ 2knl;
igen, h=-2, H=2;
x=2knm, y=-2;
x=n+2knm, yéz;
igen, p =27.

x e R\{0};

yeR;
x=-1,x=1;

xe ] -1 U o; 1];
xel-Loluly; oo[;
csak alalr6l, 7 =0;

x=-1,y1=0, %=1 y,=0

INNCs;
nem,

p) Ertelmezési tartomdny:
értékkészlet:

zérushely:

monoton csokkend:

monoton néva:

korlatossdg:
minimum;
maximum:
periodikussag:

g) Ertelmezési tartomany:
értékkészlet:
zérushely:
monoton csttkkend:
monoton n&vé:
korldtossdg:
minimum:
maximun:
periodikussag:

r) Ertehmezési tartomény:
értékkészlet:
zérushely:
monoton csdkkend:
monoton ndva:
korlatossdg:
minimum:
maximun:
periodikussig:

s) Ertelmezési tartomény:
értékkészlet:
zérushely:
monoton csdkkend:
monoton nové:
korlatossdg:
minimum:
maximum:
periodikussédg:

FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI

x € |2km; m+ 2z S 7% i
ve J-e0]; SR

x:£+2kn:; . Lhey i
2 L : 3 i

X € [g + 2k + 2](7[]:;

X€ }an’; %—szﬂ];
csak feliilrdl, H = 0;
nings;

T
x==+2km, y=0;
) y

igen, p=2r7.
xeR;
ve [05; 2];
nines;

x € [2km; m+ 2kn);

x e [m+ 2%km; 2x + 2kal;
igen, k=05, H=2;
x=7+ 2kn, y=10,5;
x=2km, y=2;

igen, p=2m,
xeR;

yelo1];

nines;

X€ [0; oo [;

x € J-o01 0];

igen, k=0, H=1;
nines;

x=0,y=1;

nem.

x€R;

ye{L;2h

nincs;

xe 2k 2k +1]w )2k + 152k +2];
xe |2k 2k+1]u )2k + 126+ 2];
igen, h=1, H=2;

xe 2k 2k+1], y=1;
xe2k+1;2k+2], y=2;

igen, p=2.
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&S a) a(x) pdros, mivel v f) (&) nem pdros és nem is pératlan, mivel az értelmezési tarto- ;
1 1 . - ménya nem szimmetrikus O-ra (x# 1).
al-x)=-—(-x =~ =x2 = a(x), LR
2 2 -
minden x € D, esetén.
b) b(x) pératlan, mivel g) Mivel mind y = ¥, mind y = sinx paratlan, ezért g(x) szorzatuk
B = e === i) pios
) =—(x)}=-Zx3=p®),
3 3
minden x € D, esetén.
k) Mivel y =x pératlan, és y = cosx pdros, ezért h(x) szorzatuk e )
pératlan, o 4 o0
¢) c(x) pdros, mivel . v : /\
. 1
cm)=l—x-1+l-x+ll=lx+1l+lx-11 =), _‘n fr 2] g £
minden x € D, esetén. Pt : PSR
]
R P R i) Mivet y=x"! pdratlan, és y = cosx péros, ezért i(x) szorzatuk - p
? pératlan. .
4
N
- . o 3
d) d(x) paratlan, mivel R ¥ _ sz _sE _E\L £ am.. 5w
A2 a2 2 S R IR | BT
d(fx)=( x)°=3( x)= x +3x=—d(x), y
(-x)—-3 x+3 - 0
. P 1 ‘ . . . -
minden x € D, esetén. A feladatokban prébaljuk megsejteni a szélsGértékeket. Segitségil hivhatjuk a prébdlgatdst,
il s a fliggvények felvdzolt dbrdjdt vagy a nevezetes azonossdgokat. Az értékkészletet akkor tudjuk
) kénnyen felimi, amikor a sz€lsGértéket mar meghatiroztuk,
a) Az érielmezési tartomény: x € R\{0}. Eszre kell venntink, hogy
a fiiggvény egy pozitiv szdm &s reciprokdnak Bsszege:
e) e(x) nem péros és nem is paratlan, mivel az értelmezési tarto- . Y 2. 1o 5
manya nem szimmetrikus O-ra. o 2o
_ : ami 4talakithatd x*—2x2+ 120, azaz (x>~ 1)* 2 0 formaba.
1 e(x)_ : Utébbi természetesen teljesiil, egyenldség pedig pontosan x2=1,
2a X azaz x; =1 & xp=-1 helyeken van. A fiiggvénynek itt van T
R minimuma, értéke mindkét esetben y =2.
* Ertékkészlet: v € [2; oo].
A figgvény alulrdl korldtos, i = 2.
.......................... 62 : 53
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b) Az értelmezési tartomény: x € R\{0}. A fiiggvény egy szdm
és reciprokanak Gsszege. Mivel a szdm lehet pozitiv és negativ is,
szét kell bontanunk a kifejezést két részre.

Ha x>0, akkor x+122, ami ekvivalens az x2—2x+ 120,

X
azaz (x— 1)2 2 0 alakkal.

1 . .
Ha x <0, akkor x + — £ —2, ami ekvivalens az x2 + 2x + 1 20,

x
azaz {x + )22 0 alakkal.

ElSbbi x = 1, utébbi x = -1 helyet jeloli ki a helyi szélsGérték helyének, ami az elsé esetben
minimum, értéke y = 2; mig a misodik esetben maximum, értéke pedig y = -2.

Ertékkészlet: y € | —oo; —2] LU [2; oo

A fiiggvény sem alulrdl, sem feliilrél nem korlétos.

Megjegyzés: Ahogy tavolodunk x = 0-t8], mindkét fiiggvény esctében az elsG tag valik hang-
siilyossd, a reciprok értéke pedig ethanyagolhatdva. Ezért van az - 1dtjuk az dbrdkon is —, hogy
a figgvénygdrbék egyre jobban megkdzelitik a zdlddel jeldlt fiiggvényeket.
¢) Ezek a fiiggvények pdros n-re ugyamiigy visclkednek, mint f(x), paratlan n-re pedig mint g(x).
{Természetesen az éppen adott y = xl7l girbéhez fognak kézeliteni az origétol kifelé haladva.)
d) Gondoljunk arra, hogy ebben az esetben is ki akarjuk alakitani a teljes négyzetet. Ezt csak igy

tehetjiik meg, ha a méisodik négyzetes tag maga az a, vagyis az egyenlGtlenség masik oldaldra
2Ja keriil. Most is meg kell kiilonbztetniink a pozitiv és negativ valtozdkat.

2
Ha x>0, akkor x+£22\/5, ami ekvivalens az x%—2x-va +a20, azaz (x—\/a) 20
alakokkal. *
Ha x <0, akkor x+ a < —2\/5, ami ekvivalens az x2 + 2x - JE +az20, azaz (x + \/Z)Z =20
alakokkal. x

A fliggvénynek az x = Ja helyen vy =2Ja értékii helyi minimuma van, az x = -Ja helyen
pedig y=-2Ja értékd helyl maximuma.
Ertélkészlete is ennek megfelelden médosul: y € | —co; —24/a | [ 24a;oo|.
(S o) p=4n;
2r
b)p=—":
)P 3

c) p=1 (lasd az abrdn),

d) A periédusok legkisebb k6zos t6bbszordse a megoldas:
p=[4m 6n]=[4;6] - 7=12x.

e} Olyan tortet kell megadnunk, amely a két tort legkisebb kozos tobbszérse. Legyen a= 2

q

és b="_ Blkor
5

p:[a-27r;b-2ﬂ]:[a;b}~2ﬂ:lﬁ£;£}-an[ﬂ;g—J-Zn:[ps;rq]-z—ﬂ.
g’ s gs’ sq gs

FUGGVENYEK TULAJDCONSAG

] A megoldédsok leirdsdban a fejezet 3. feladatdban leirtakat tartjuk szem el6te.

a) Ertelmezési tartomany: x e R; V
értékkészlet: v € {négyzetszdmok};
zérushely: xelo:1f; ks o
monoton csdkkend: xe |—oo; 1[ (nem szigord); - = \‘ f
monoton néve: x € [0; o] (nem szigord); k "*z_o ! f._o
korldtossdg: csak alulrél, h=0; "‘\ ! /" ;
minimuem: xel0;1], y=0; ‘*—J{ //'Lﬁ‘a(X)'
maximom; nines; e !
periodikussag: nem,

b) Ertelmezési tartorndny: x € R; 5
értékkészlet: yelo;il; ke :
zérushely: x=k (ke ), i y—_"x? .f :
monoton csokkend: nem; sl a‘\‘, S [fi
monoton nové: xelkk+1[; _ \\: / ‘
korldtossag: h=0,H=1; : SN WoorR

L N e
minimum: x=ktkeZ),y=0;
maximum;: nincs; ! ! ,
periodikussag: p=1

¢} Ertelmezési tartomany: x € R; g Y .
ériékkészlet: yveN; 04{‘\1’ =2 ; ,‘W
zérushely: xe |-1;1f; "-\* R . f‘g-°
monoton csdkkend: x€ ]—eo; 1[ (nem szigori); \ : f
monoton ndve: x€ |-1; o (nem szigord); é‘\, T /H)
korlatossdg: csak alaledl, h =0 °—\’\ 1 Fa ()6
minimum: xel-1;1[, y=0; ‘ \/
maximum: nines; R ! d
periodikussédg: nem.

d) Ertelmezési tartomany: x € R; It Ty ;
Ertékkészlet: yelo1f; =t : g"
zérushely: x=+Jk (keN); ’ 1?‘\\ 3 j
monoton csdkkend:  xe ]-vEk+1;-vk] (keN); S '\\‘ J S /
monoton nova; xelVEJE+T [ (k € N}, o \ . {;f i)
korldtossdg: h=0 H=1, SR ]
minimum: x=4Jk (keN), y=0; \\\\\ ////f
maximum: nincs; B g
periodikussag: nem.
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e) Frtelmezési tartomany: x € R;

értékkészler:
zérushely:

monoton csdkkend:

monoton novs:

ye[0; e[\ {2(t+ 1) alakaisz.}, re Z*;
xelo1];

xe[-k—-k- D[ (ke Ny
xelkk+1] (ke Ny

korldtossdg: csak alulrdl, =0,
minimum: xelo il y=0
maximum: nines;
periodikussag: nem.

f) Ertelmezési tartomény: x € R;

értékkészlet:
zérushely:
monoton ¢so

monoton névE:

yeR;

x=1(teZ) s xe]0;1[;
xel-k-k- D[ (keN);
xe [k k+1] (ke Ny,

kkend:

korlatossdg: nem;
nEnimum: x=u @eZ", y=0 (helyi)
Taximum: x=m (mey), y=0 (helyd),
periodikussag: nem.

2) Bitelmezési tartomény: x € R;
értékkésziet: yeR;
zérushely: x=nned),

monoton cstkkend:

xe [-1;-05]u[-k+ D, k[ (ke ZH,

bR S R R S S

monoton noves: xel-050]ulnr+ 1 reN):
korlatossag: nemi;

mininmwun: x=r (reZ*), y=0 (helyi);
maximum;: x=5 (s€Z7), y=0 (helyi);
periodikussag: nem.

a) Ertelmezési tartomany: x € R; L p L
Sriékkészlet: yve{-1;0;1}; = S e
periodikussag: p=2m L : !

" e 7 I X
NE 2 2
A -1

b) Ertelmezési tartomany: x € R;

értékkészlet:

periodikussdg:

ye[01[;
p =2

EIETS

FUGGVENYEK TULAJDONSAGALI

¢) Ertelmezési tartomdny: x € R;
értékkészlet:
periodikussdg:

¥

yelo1f; e

N

A\
BN

a) Alakitsuk 4t a fliggvényt eképpen:
. 3. 4
fly=3sinx+4cosx=5 gsmx + gcosx .
Mivel a zar6jelben szereplS szdmokra igaz, hogy 32 + 42 = 52, ezért beldliik, mint oldalhosszak-
bdl, derékszigll haromszoget alkothatunk. A 3, 4 befogdjd, 5 dtfogdjd derékszog hdromszog
egyik szOgére igaz, hogy koszinusza % és szinusza g Jelolje ezt o (& = 53,13°).
Ekkor

f =5@sjnx + %cosxj =5(sinx - cosex + cosx - sin¢f) = 5sin (x + o).

A fiiggvény korldtos, h= -5, H=5.

Minimumdnak helye x = 3 o+ 2km, értéke y =-35; maximumaénak helye x = I a+ 2kn,
éricke y=5 (ke Z). 2

b) Végezziink az a) részhez hasonl6 dtalakitdst. Jeldlje o azt a legkisebb nemnegativ szoget,
amelyre
és

a
——=cosu
a2+ b?

(llyen biztosan van, hiszen négyzetosszegiik 1.}

Ekkor
a b
g(x):a-sinx+b-cosx:\/a2+b2'[ “sinx + -cosx)=
Ja2+b? JaZ+b?

L—sina
Ja?+b? '

=va?+b? - (sinx- cose +cosx-sing) =-Ja?+b? - sin(x + o), ahol o =arcsin

A fliggvény korlatos, h=—va?+ b2, H=+a?+b2

.. Ir .
Minimuma x = - o+ 2km, y = —Ja?+b%; maximuma x = g — o+ 2k, y=~d*+ b2,

b
N

. a) Az y={x} figgvény p =1 periédussal isméthi
Onmagdr. Alkalmazva rd az y = sinx-et, az is
ismételni fogja az értékeket p =1 periddussal.




b) Mivel az y = [x] filggvény barmely [£; &+ 1]
szakaszon (k € Z) konstans, ezért g(x) is az.
Tehdt g(x) egységhosszid szakaszokbol 4H:
ha periodikus is, periédusa csak pozitiv egész
szam lehet.

Tegyiik fel, hogy van ilyen, jelolje p. Ekkor:

g(x +p) = sin[x + p] = sin[x] = g(x).

EGOLDASOK - AZ ANALIZIS ELEMEI

=1

Az egészrészfiiggvény tulajdonsdga, hogy [x + pl = [x] + p bérmely p pozitiv egészre.

lgy

sinfx + p} =sin([x] + p) = sin [x].

A szinuszfiiggvény tulajdonsdgaibé] adddik, hogy ekkor
]+ p=[x]+2kn

Vagy

Cx)+p=n—[x]+2kn

valamely k egészre. Kifejezve n-t mindkettS egyenl@ségb6l:

P

m===, illetve

Mivel mindkét tdrt szdmldléja és nevezbie is egész szdm, ezért m-nek raciondlis szamnak
kellene lennie. De nem az! Feltevésiink helytelen volt, nines olyan p pozitiv egész, amelyre g(x)
periodikus. Minden mds szdmot pedig kordbbi okoskodédsunkkal kizartunk. Tehdt g(x) nem

periodikus.

¢) A probléméink megegyezik az el0z0 esettel:
a tortrészfiiggvény miatt a periédus csak
pozitiv egész szdm lehet, a szinusz miatt
pedig 2z tobbszorose. A(x) sem periodikus.

_2-xXl+p
2k +1

T

Fliggvények hatarértéke — megoldasok

% Akeresett hatdrértékek:

lim f(x)=2;
x—=-2

lim f(x)=5;
X731

lim_f(x) = —o=;
x~—2

lim f(x) = oe;

x——es

_1im1f(x) =1;
Limlf(x) =2;
ljmzf(X) =3;

}im f)=3.

Az x =1 és x =2 helyen csak féloldali hatarértékekrdl beszélhetiink,

Gt

(6045

FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI]

Haszndljunk x, — A esetén x,=A + h,, helyettesitést, ahol /1, — 0. (Minden n-re &, # 0.)
a) im@Bx-2)=Hm (3-(3+h,)-2)=3-3-2+3-limh, =7,
x—3 Ry~

0 i, —0
b) lim (x?~ 5x+2)= lim {(h, - 1)? ~ S(h, ~ 1) +21=1+5+2 + lim (k2 ~ Th,) =8;
x—-1 h,—0 h,—
1 ]

. 1 .
¢) lim = lim =—=;
x=0x—=2 f,-0 h” -2 2

d) limsgnx= limsgn(h, — 5)=sgn(-5)=-1;
x—=-5 h,—0

g) limJx+4 = lim [S+h,+4=9=3;
x5 hy=>0

f) lim sinx = Him sin(z + h,) =sinz = Q.
h,—0

X7 '

Mivel a fiiggvények tobb darabbdl dllnak, és éppen a taldlkozasi pontban vett hatarértékre vagyunk
kivanesiak, kiilén-kiilon kell vizsgalnunk az egyes részeket.

a) lim@x-1)=1lim(2(2+h)-1)=3 & lim3=1lm3=3;
x*t2 -0 P

b0
b) im (> +3)=lim (1+4,)2+3)=4 &  Jim 2r+2)= lim (2(1+h,) +2)=4.
Eared =0 x>l =0

Mindkét esetben az adott pontban vett jobb és bal oldali hatérérték egyenld, és ez egyben a flige-
vényéreék is.

Az aldbbi feladatokban mindig x A, ahol A a vizsgélt pont.

a) lim 2= = Jim (x2 - 2) = -2;
=0 X x—¢
S 1303 4y 4 2
b) Tim > + ch +A:hmx2+3x +I:_l;
203+ 2% 2% x50 x24+x-2 2
2 _
o lm T2 = lm(x+3)=6;
123 x-3  x-3
3 2.9,
d) lim 17 8:limx +2l+4=£:3;
xo2xc -4 x-2 x+2 4
e) lim ! 1

= lim =—;

ol x=1 solvx+1 2
2 . - — ¢ — —

£ lim x:2+2x 8:lim (x+4)(x 2):. X 2=£=6
k=4 X+ Tx+12 xo-a(x+Dx+3) s x+3 -1

)lim[—] - J—ﬁm““zﬂm 2ut QST (LS R
s | VPR B B DS R I B Rt | (TR S

s

Megjegyzés: Eredményeink szerint mindegyik részkérdésben egyenl§ a jobb és a bal oldali hatdr-
érték, igy Gn. megsziintetherd szakaddsi helyeket taldltunk.
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(L o) Jobb oldali: lim sgnx = lim sgn{#,)=1, bal oldali: lim sgnx = lim sgn(h,) = —1;
xt—=0 iy —=0 x~—0 h—=0
b) jobb oldali: Iim (x+1)=lim(l+A,+1)=2, haloldali: lim x?= lim (1 + hn) =1
xF=1 =0 =l =0
c) jobb oldati: lim Igx = lim Ig(h, ) = —o, bal oldati: lim x? = lim #2=0;
=0 i =0 x"—=0 h;—0
. A , 1 - 1 . 1
d) jobb oldali: lim =Hm —=oo, bal oldali: lim = lim —=—eq
2x-2 B0k, x2x -2 -0k,
. Lo .1 - 1 .
¢) jobb oldali: lim ———=1lim — =co, bal oldali: lim =lim —= =oco;
ool +172 koo k2 s -1 (x+ 1) m—0 B2
¢ 244
£) jobb oldali: lup 7L = tim 25 _1 4 jim 2 2,
olx-1 -0 A, -0k,
al oldali:  lim ! = Hm 2+ hy =1+1Hm 2z = —oo,
x=1x-1 -0 h, B0 h,

Megjegyzés: A feladok mindegyikében nem megszintethetd szakaddsi pontokat talaltunk. Az a)
és b) részfeladatban tin. elsdfaji, a tobbi esetben tin. mdsodfaji a szakadds.

{3 o) L megoldas:

lim sin2x =lim 2siny-cos =2Jim ~——-cosx =2lim sinx limcosx=2-1-1=2.
=0 X x—0 X =0 Xx x=>0 x x=0
I1. megoldas:
in2 ) in2 .
lim sin2x = lim 2- sin2x =2%im sin2x =2 1lim sz=2‘1=2’
=0 X x—0 2x x50 2x x-0 X

ahol X = 2x, és ha x — 0, akkor X — 0.

sin{x -7 _ lim sin X

b) lim =1,ahol X=x-—17.
x—>n X-—1 X-=0

¢) Tim SPOF iy 3 SIIF LS g SIBX LS ol X = 5, és ha x — 0, akkor X — 0.
x>0 3x  x503  Sx 3 X0 3’

023y A

d) iimgli=Iir(lgléisin?nc:z lim > - lim sm3x-g 0 =0, hasonléan b)-hez.
x=0 2x =0 2x 2 X=0 X x-0 2

¢) Tim B —gim SOX i SUX Loy

x—=0 X x=0x-c0sx x—=0 X x-0 CO5X

-2 2, 1
#) lim  mE (1+c20sx)_1im tcosx 2

x—01—-cosx 10 ‘1-cosx -0 (smsz 12

X

FUGGVENYEK TULAJDONSAGAL

. l-cosx . l-cos?x . .  sinx 1 1
g} lim =lim =limsinx —— ——=0-1.—
=0 X x=0 x{1+cosx) x—0 x l+cosx 2

— - ~ ) e
B) lim JI=cos2x =Ijm‘/] (cos* x —sin“x) =]im\/§ [sinx] =2 - lim |sm,\|

x—0 X x—0 X x—0 X x—=0 X

Ezen a ponton vizsgélatunk az abszolit érték miatt kettévalik:

VZ- lim [——S‘”)_-I i o3 6 VI T

x-—=0 X =0 X =0 X
Megjegyzés: A fiiggvénynek elsSfaji meg nem sziintethetd szakaddsi helye van x =0 helyen.

i tim 22— lim

x»x X - x-n X7

—sin(x — @) __

Megjegyzés: Teve-modszert €s addicios Gsszefiiggéstis alkalmazhattunk volna.

3y b
& o) lim M—1im 3y +1 = lim h 2:3;
x—e x =100 B,—>e h, —100 By _ 100, 1
hn
500
242 + 500x 252 + 500k 2P
b) lim = lim =% %= lim "7 =Z=72;
g X2 107 home B2-107 k- (L1071
113'

. P10 Jh,% 10 h?
¢) lim =1.
x—e X1 h —)w h,+1 h eoo

n

2
d} lim(Vx?+2 - x) = lim —————— =0, mert a nevezd végtelenbe tart, a szaml4ié konstans.
( ) NxZe2 +x e

x—ea x—o0

e) lim(W2rei—-Vx-1 _11mf[/2+-— 1——J_11m\/_ 11m[/2+1— 17%:»0_
x—yee xX—o0 X0 X oo X X

Vxt—at 342 . Vx—1 . —x+x-1-1
» lim -x|=lmx | ——-1l=limx- ————=
x—poo 1 x—se0 x+1 X300 x+1
=
=lim x _l#z_w
XS 1+_
x
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. i |
2 Induljunk ki abb6l, hogy 0 <|sinx| < 1. Mivel x <0, ezért 0> lsinal , 1
X X

. . sinxl_ . 1
Jim 0= lim ——> iim —.
xX——>  x—-eo X x—res X

Most legyen x = h,, — —oo, igy a sorozatokn4al megismert rendSrelv szerint:
. Isinx
fim 1301 _

X——oo X

0.

Fiiggvény folytonossaga — megoldasok

Mindkét fiiggvény értelmezve van az xy =2 pontban és valamely kérnyezetében. Legyen A, — 0
tetszdleges sorozat és x;, =2 + k. Ekkor

a) flx,) =f2+h) = Q+ )2 -3(2+h) +1=~1+h,+h2 > -1 =f(2) = f(x0);

2
@rh)+d Stk 5 o e,

b ) =&(2+h,)= =
) &) =82+ hy) Q+h) -1 3+ah +h 3

Megjegyzés: b) esetben még azt is tegyiik fel, hogy minden n-re pl. |#,| < 1. Igy minden n-re
x, biztosan eleme g értelmezési tartomdnyénak.

Legyen £>0 tetszdleges kicsiny valds szdm. Vizsgdljuk az | f(x) - f{xy)| < & egyenidtlenséget
(mindkét fiiggvény értelimezve van az xp =4 pontban és valamely kornyezetében).

a) Az egyenltlenség { f(4) = 22):
[5x+2-22]=[5x-20|<e

Masképp felirva és rendezve:
—-£<5% 20 <g,
—£+20<5x<e+20,

£ +4<x< £ +4,
5 5

Eoxo4< 5,

3 5

lx-4l<f=5

5
fgy ha x 4-t31 vett tdvolsaga kisebb, mint g, akkor f(x) = 5x + 2 eltérése f(4) = 22-16] kisebb,
mint &, tehdt f(x) folytonos az xy =4 pontban Cauchy szerint, '

b} Az egyenltlenséget felfrva és rendezve (f(4) = 2):
Wx -2l<e,
—e<x-2<e,
2-e<fx<2+¢
4-Re+el<x<d+2e+62
e 2e<cx—4<el 42

FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI

Csokkentsiik a bal oldalt, ugyanis ~g? — 2e < &2 — 2¢:
(2 +28) < x -4 <+ 2,
[x—4l<e?2+2e=6
Megjegyzés: b)-ben anégyzetre emelésnél nem véltoznak a reldcick, hiszen mindhdrom oldal
pozit{v (£ kicsi pozitiv szam, feltehetd, hogy £<2).
B Mindkér fliggvény értelmezve van az adott pontban és annak valamely kornyezetében.
a) f(1) = 1, a fiiggvényhatdrértékek:
xlyiga f(x,) =h,17i210(1 +h, -2y =1 +]]%i§0(/1§ —2h,)=1,
hm f(x)=1lm (1+h)=1+1lm#A =1
,ﬁ]f (%) P ACEY i f

Mivel a jobb és bal oldali részsorozatok is a fiiggvényériékhez tartanak, igy a Heine-féle
definicié szerint barmely x, — 1 esetén f(x,) — f(1).
b) g(-2)y= %, a figgvényhatdrériékek:

. . 2+ =2
lim g(x,)= lim 2k, === l
X2 =0 =24k, -2 -4 2

Feltettiik, hogy |#,| < 4.

Mivel mind a bal, mind a jobb oldali kdzelit§ sorozatok megegyeznek ,formailag”, elegendd
volt egyetlen formuldban vizsgdini Sket.

A fiiggvény értelmezve van a pontban és valamely kémyezetében.
t
A fiiggvényérték: g(2) = 5

A bal oldali fiiggvényhatarérték:
2+h,

. . +h
lim g(x,) = lim =
x;—2 B0 2+h, -2 B0 By

Bz mér elegendd ahhoz, hogy tudjuk: a filggvény nem folytonos az x, = 2 helyen.
Azért vizsgaljuk meg a mésik oldalt is:
2+h,

= oo,

. . 2+h
lim g{x,)= lim 1— = lim
X2 B0 24 h, -2 B0 by

n

{8 a) Ertelmezési tartomdny: x € R. £(0) =0.
Erdemes megvizsgdlni a jobb oldali hatdrériéker:
lim f(x,)=lim (h, ~1)? -sgnh, =1-1=1,
Ay =0 i —0

Mar kimondhatjuk, hogy a fiiggvény nem folytonos. (Példdul Heine szerint: taldlunk olyan
0-hoz tari6 x, sorozatot, amelyre f(x,) nem tart f(0)-hoz.)

Megjegyzés: Abal oldali hatdrérték —1, a fiiggvénynek els6faji szakad4sa van.

b) A fiiggvény nincs érielmezve az x, = 0 pontban, igy ott nem lehet folytonos sen1,
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¢) Afiiggvény értelmezve van az xp = 0 pontban és barmely komyezetében is, 2(0) = 0.

Legyen 2
= (# () =0,
i T
ekkor
h(x”)=sin[(4n+l)-%)=sin%=l%l.
Ha pedig 5
x=———— F0) 0,
(4n-1)-m
akkor

h(x,)=sin ((4;1 -1 @ =sin (—g: 1oL

Megjegyzés: A sorozatot megtaldliuk Leindler Laszlé Analizis cfm( konyvében. Ugyesen meg-
valasztva az x, sorozatot, gyakorlatilag bdrmely, a [=1; $]-ba esd szamhoz tudunk oda kon-
vergdls fuggvényértélk-sorozatot készitent.

fiES @) f(x) folytonos minden nem egész pontban,
hiszen a masodfoku fiiggvény barmely pont-
ban folytonos. Az egész pontok koziil pedig
azokban lesz folytonos, ahol a méasodfokit
fiiggvény amdgy is a 3 értéket venné fel. Meg
kell tehdt oldanunk az x2 — 6x + 8 = 3 egyen-~
letet. Ennek megolddsai: x; =1 és x, =5.
A t5bbi egész helyen szakaddsa van a fiigg-
vénynek.

b) AXkivételek helyén kivitl a fliggvény minden
pontban folytonos. A kivételek koziil azokban

1
a pontokban lesz folytpnos, ahol cosx = E

Ennek megolddsai pedig x =% % + 2kr.

HEE o) Az y=—(x? +4x + 1) fiiggvénynek bal oldali hatdrértéke véges
az xg = -1 helyen. A folytonossighoz az y =2x + b fiiggvény
jobb oldali véges hatédrértéke is ezzel a hatdrértékkel kell, hogy
megegyezzen (ami maga a fiiggvényérték):

lim f(x)= lim ~(x2+4x, +1)=2=2-(-1) + b,

-1 x7—-1

Xy >

innen b =4.

FUGGVENYEK TULAJDONSAG

b) Az eldzd példa alapjdn:
im g(x,)=2=(-1¥+(-1)-a+b,
xy—=-1

imen b —a = 1. Mivel mds feltétel nincs, ezért csak paraméteres
megoldést adhatunk.

A keresett végtelen sok fiiggvény y=x>+ax+(a+ 1) alakd,
ahol @ barmely valés szdm Iehet.

¢) Most a keresett mésodfokud goirbét két oldalrél is kozrefogjak,
ezért egyrészt
lim A(x,)=2=(-12+(-1)-a+b5,
xy—-1

masrészt

Lim ifx,) = 5=2% +2a -+ b.-
xr—2

fgy a-ra és b-re egy kétismeretlenes, két egyenletbdl 4116
rendszert kapunk:
b-a=1
b+2a=1]

Az egyenletrendszer megolddsai: @ = 0 és b = 1. Tehdt a keresett folytonos fiiggvény hidnyzé
része y=x2+ L.

Vegyes feladatok — megoldasok

@ o) Ertelmezési tartomény: x € R,

értékkészlet: ye]-eor 1]
zérushely: x;==3, xy =1,
monoton csdkkend:  x e [-2; o [;
monoton nove: xXe ]700; -2];
korlétossdg: csak feliilrdl, H=1;
mintmum: mincs;

maximurm: x=-2,y=1;
periodikussdg: nem.

b) Ertelmezési tartomdny: x € [—4; oo [;
értékkészlet: ye[0;e[;
zérushely: X =4
monoton cskkend: nem;
monoton néva: X€E [~4; o0 [;
korlatossdg: csak alulrél, A =0,
minimum; x=—4,y=0
maximum: nincs;
periodikussag: nem.




MEGOLDASOK ~ AZ ANALIZIS ELEME! : DIFFERENCIALSZAMITA

¢) Brtelmezési tartomény: x € R; S ; L,
érigkkészlet: vel-151k S DIFFERENCIALSZAMITAS
sérushely: x=fake D ey, SRy : e .
NN L A differencialhanyados fogalma — megoldésok
monoton c¢stkkend: xe [E +kmm+ k;r] (keZ), N “EN ./ 3 \’V* o i
2 B B Szeld, érinté — megoldasok
' 1 3V3-12 7
monoton novE: xe [k.ﬂ.’; 125 + kTL’] (keZ) S ajm=2; b) m= 3 ¢)m= — d) m= e
korldtossdg: h=-1, H=1; a) y=4x -4 b)y=-2x+3;
minimum: x=krm(keZ 4 I -1
. T c)y:—x; d)y:&-?s__.(x,@_,_g_
maximum: x= Y + kn (ke Z); T )
paritds: péros; 5] Egy paraboldnak pontosan akkor érintdje egy egyenes, ha két feltétel teljestil r: egyetlen kiszos
périodikussg: p=n. pontjuk van, és az egyenes vagy teljes egészében a gorbe alatt; vagy teljes egészében felette fut.
. (Vagy mésképp: nem pdrhuzamos a parabola tengelyével.) Jelen esetben, mivel normdl alldsi
(S «; Em(x?+1)=lim ((3 +h, Y+ 1) =10; | paraboldrdl van sz, az érintd csak alatta mehet, vagyis:
¥3 . s =0 0,50c- 12 +222x=2,
b) lim x_izzi =lm& - 2x)=0; Fejtsiik ki a zdr6jelet, majd rendezziik egy oldalra:
=0 X x—0 : 0,5x2-3x +4,520.
c) limo(x +1)-sgnx :hlimo(h” +1)-sgn(h,)=1-1=1, Kettdvel beszorozva még jobban 14thatd, hogy nevezetes szorzatot kaptunk:
Xt A p
! x—372=>0.

i . c = i 1)-sgn(h,)=1-(-1)=-1; - P . N . . .
xlffo(x *1)-sgax h};lglo(h” +1)-sen(h,) D A szigord egyenl6tlenség valdban teljesiil minden valds szdmra, kivéve az x = 3-at, amikor az egyen-

A jobb és bal oldali hatdrérték nem egyenld, ezért nincs a pontban a fiiggvénynek hatdrériéke. 16ség igaz. Tehdt az adott egyenes érinti a parabolat, mégpedig az £(3; 4) pontban.

U S| . i G Mivel egy hiperbola két 4gbot all, el@szor probaljuk megtippelni,
d) xl}ino M :’}}glo m =% XI}E}OI =L _ hogy melyik dgat kell megvizsgalnunk. Készitsiink vazlatot!
! n ‘ Lathatd, hogy ha érinti az egyenes a girbét, akkor a bal oldali 4gat

A jobb és bal oldali hatdrérték nem egyenid, ezéit nincs a pontban a fliggvénynek hatédrériéke. érinti. Szikitsiik le a fiiggvény értelmezési tartomdnyat x < 5-re.

¢ sin3(x +m) _ im i ) sin3(x +m Tim i ) sinX _ § ; Ekkor kérdés, hogy: 1
sz AX+7)  xmer2 3 +m X502 X 2 x75+2S—x+5. ,
X=3x+méhax—-m X0 Szorozzuk meg mindkét oldalt x — 5-tel (vigydzat, negativ szammal ' | 1 5\*
{H3 Az elst két fiiggvény értelmezve van az adoit pontban és valamely kérnyezetében. szorzunk): 1+2(x-5)> (x50 :
a) fi1)y=3, Hm(3x}+4x?-6x,+2)=3+4-6+2=3, tehdt folytenos. Fejistik ki a zdr6jelet, és rendezziink egy oldalra:
x,—1

¥ -8x+1620.

1= 2 +1=-1, tehdt folytonos. : A bal oldali nevezetes szorzatra’ I.njgdig igaz a reléc_ié. Egyenl6séget pedig csak az x =4 helyen
2-3 E kapunk, tehét ebben a pontban érinti az egyenes a hiperbol4t.

b) e(2)y=-1, lim (

X, 21X, — 3

3 Mivel a parabola normdl 4lldst, az érintd csak alaita haladhat. Ebb6l adédéan dgy kell b ériékét

o . megvilasztanunk, hogy —2x + b < 2x2 - 3x + 1 legyen. Egy oldalra rendezve: 0 < 2x2—x+ 1 — b.

Mivel x-sgn(x) =|x| minden valds szdmra, ezért b =3. Sy Az érintéshez egyetlen kézds pont 1éte sziikséges, ezért a masodfoky egyenlet diszkrimindnsdnak
s nulla értéket kell felvennie (a parabola normdl 4lldsd, tehdt az egyenlGtlenség teljesiil):

D=1-8(1~5)=0, ahonnan b:%.

¢) Nincs értelmezve az adott pontban /(x), tehdt nem lehet folytonos.

PR L 7
% Tehdt az érim§ egyenlete: y =—2x + 3
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(i3 Az el6zG feladat meggondoldsai alapjan (értelmezési tartomany —1 < x):
x+bh2vx+1,
x+1-<x+i+b-120.
Vizsgaljuk a diszkrimindnst: D=1 -4 -1)=0.
Innen b= %, vagyis az érint§ egyenlete: y = x + 1,25.
507! Lefelé nyilo parabolard] 1évén sz6, az érintnek a gorbe felett kell

futnia. Azaz:
mx—12—x2 4+ x—-2.

Atalakitva:

#2e(m—Dx+120.
A mar j6l ismert diszkrimindns: D= (m—1)> -4 =0. ;
Megoldva a mdsodfokt egyenletet, m; =3 &s iy =—1 értékeket -
kapjuk. Tehdt két érint§ is létezik a megadott feltételekkel:

y=3x—-1é y=-x-1.
Az gbrdzolashor alakitsuk teljes négyzetté a fliggvényt:

2
f(x)=—(x—%j -

A feladatban megadott négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartoménya T-ee: 1] és monoton névé,
fgy minden érintGnek a gorbe alatt kell futnia. Tehdt

mx+%§ﬂ/~x+l + 2.

4068

Rendezve és négyzetre emelve:

V=-x+1<1,5 - mx,
—x+1%2,25 - 3mx + m2x2

Egy oldalra rendezve:
- 0 <m2+ (1 - 3m)x + 1,25.
D=(1-3my—5m?=dm?-6m+1=0.
Kifejtve és a mdsodfoki egyenletet megoldva:

_3+43 . 3-5

n, €8 Ly = .
1 Py my 1
A két érint§ egyenlete:
3445 1 3-45 1
y= ¥+ € y= X+
4 2 4 2

% Ha egy normadl allas parabolét érintenek az y = 2x és y = —2x egyenesek, akkor az szimmetrikus
az y tengelyre, vagyis csak f(x) = ax?+ b alaku lehet (g, b >0). Ez abbdl adédik, hogy adott
(m =2) meredekségd egyenes csak egy adott xy pontban lehet érint§ (ami igaz akkor is, ha nem
tudjuk pontosan, melyik az a pont). Mivel a mésik érint tengelyesen szimmetrikus képe az el6z6
érintének az y tengelyre, és a parabola tengelyes szimmetridja miatt csak az el6z8 x, pont tiikor-
képében hiizhaté meg, magédnak a parabolagbrbének is az y tengelyre kell szimmetrikusnak lennie.
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Elszor tekintsiik az y = 2x érintdt és az f(x) = ax? + b parabolt.
Az érint$ a gorbe alatt fut:

2x<ax?+ b,
0<ax? - 2x+b.
Az érintének pontosan egy kzds pontja lehet a fiiggvénygorbével:

D=4-4ab=0, innen a:%.

Tehdt a és b egymds reciprokai: a feltételeknek megfeleld fiiggvény-
csalddot f(x) =ax? + 1 alakban kefl keresniink. Amennyiben a mésik
a

érintt vizsgaljuk, ugyanerre az eredményre jutunk, hiszen a diszkri-
mindnsban négyzetre emeljiik x egyiitthatojdt.

Néhidny példa az dbrdn lathatd.

A fiiggvény egyenletét keressiik f(x) =ax’ +brtc a]akbkan. Az egyenesek elhelyezkedé-

séb6l adéddan a parabola csak felfelé nyilhat, és nagyjabol a O és 4 kozotti részen metszi
az x tengelyt.

Az eddigi feladatokban latott médszert hasznéljuk fel most is
mindhédrom érint§ esetén. Itt réfgton az dtalakitott egyenleteket
€s a beldlitk kapott diszkrimindnsokat adjuk meg:
1 0Lax?+ G+ Dx+c+0,5, innen
D=(b+1)2-4da(c+0,5)=0;
(2) 0<ax? + (b-2x+c+8, innen
D=(b-2)%-da(c+8) =0,
(3) 0<ax? + (b +3x+c+05, innen
D=(b+3)2~da(c+0,5=0.
Az els6 ¢s a harmadik diszkrimindnst vizsgélva, vegyiik észre, hogy majdnem mindenben meg-
egyeznek. Vonjuk ki Sket egymasbol!
(3)-(1) G+32-B+1? = 4b+8=0,
Azonnal megkapjuk, hogy b =-2.

51

Tehdt a keresett fiiggvény f(x) = ax? — 2x + ¢ alakd.

Az els6 és a mdsodik diszkrimindnsba visszahelyettesitve:

(1) D=1-4a{c+0,5)=0.

(2) D=4-a(c+8)=0.

-at kapunk. Visszahelyettesitve: 116 c*0.3 =0.
8 c+8

A tort eltiinteiése (nevezdvel vald beszorzds) és rendezés utdn ¢ = 0 értéket kapunk, Ezt a kifejezett

A mésodikbel kifejezve a= —
C+

alakba helyettesitve a = % adédik.
Tehdt a keresett fiiggvény:
L2
x)=—x*—2x.
fo) =5 x




. DIFFERENCIALSZAMITAS
Differencia- és differencidlhanyados — megoldasok ! Az érint6t hdrom lépésben hatdrozzuk meg. Kiszémitjuk a fiiggvény adott pontbeli differencial-
héanyadosit, ¢s a kapott meredekségd (xo, f(xo)) ponton 4tmend egyenes egyenletét frjuk fel.
— F = flxg) (Ehbeg elszor ki kell szdmiftani a fuggveny xg-beli helyeitesftési értékét is).
e = @ f3)=2-3-3+3=18;
2y
09— f(x) lim 2 E B G D@D sy =11
py L X0 — 3y 4 2); >3 x—=3 x—3 x-3 x—3
% y=11(x—3)+18=11x—15:
o SO - fixg) _Jx+3-1_ 1 by g-1)=—(-1+3¥+3=—1;
X - x+2 NETEESE 4 2 B
0 tim 22O gy SO DO e s
f(x) f(xo) 1 : x=-1 x+1 x—-1 x+1 x—>-1
—x“xn— m y=—4x+)-1=-4x-5;
S «,,;L,,,,,, : ¢) h{d) = % _ — ¥§~
IO 2 : PR
X - Xy x 21 4y
lim £ 42, = lim 2x4 =—[im 2] —é;
-2 -{3-(-8y- ¢ x—=4 X — =4 X — =4 2X
» 1'11113x 2 (3 =8 2):Iim3l+24=lim3-x+8:3; x x
x3-8 x+8 =8 x+8 x--8 x+8 1 3 1
yE=-cb-4-T=——x-1;
8 2 8
2 A 6 12+2:1~ 2 x- :
b) ﬁméx +2-4-(6-17+21 4)=Hm2_3x +x-4_ &) i@ =3I =6
x—>1 x—-1 x—1 x -1 i
- 1Cx+ A | m3- Y52 o a2 3lim — =2,
:Z)E;H{—r—'“zziﬂ(3x+4):l4; =4 x—-4 )c~>4(\/_+2)(.\‘/7~ ) z——>4\/;+2 4
=%(x—4)+6=%x+3;

c) lim 2/x =23 = lim */; ﬁ—zlim———ﬁ’ﬁ = .

i3 0 x=3 x—)3 x-3 xas(\/;_c+\/§)(\/}_\/§) .' e) j(1)=13+12=2;
- 3 2_ 12
2lim =L fim S L G2 D) 2o igyas
,\»3\/_+\/_ 5 . e x>l x-1 £
: y=5x~1)+2=5x-3.
& 0,5x3-0,5-(=2) lim 0.5 x3423 . Megjegyzés: Ha jobban megismerjiik a differencialbdnyadost, egyszerlibbé vilik az eljarés.
im == =N = .
x-l x+2 A2 ¥+2 . EEE «) Az f(x) fliggvény nincs értelmezve a kérdéses pontban, ami szitkséges feltétele lenne a differen-
—0.5 lim (x+2)x2—2x+4) -0, 5 hrn (x 2+ 4)=6: . cidlhdnyados létének. A fiiggvény tehdt nem differencislhats.
A2 x+2 . b) Afeladatbeli g(x) fliggvény értelmezve van az adott pontban és annak tetszdleges kimyezeté-
ben (értelmezési tartomédnya R). Ha x; kellSen kis kornyezetébdl vesszik az x értékeket
1 1 2 (x+2) (példdul 6<0,5), akkor a jobb és bal oldali differenciglhdnyadosokat felirva:

2) lim * +2 2 _ lim 20x+2) _ lim -1 = Lm M: lim = oo, illetve Bm w lim _L_,m
x50 x-0 x50 X x—02(x +2) o2 x+2 Fo2x+2 ' o2 x+2 Xt—s-2x+2 ’
= 1 Hm L _l A jobb €s bal oldali differencidlhdnyados egyenl, azonban nem véges. Mivel ez a differencidl-

2x50x+2 4 hatdsdg sziikséges feltétele lenne, a fiiggvény nem differencidlhaté.
86 L e
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c) A ﬁig;gvény értelmezési tartoménya most is R. Vizsgdljuk meg ismét a bal és jobb oldali dif-
ferencialhdnyadosokat. Haszndljuk fel, hogy x-2=+x -1 1

BN s 1 1. IS
1 = lim =—, illetve lim =2 "= Jimx=2.
T V2750 TP Mt e S S

Jelen esethen bér létezik és véges mindkét oldali hatdrérték, azonban nem egyenlék.

dj A fliggvény értelmezési tartomédnya R. Am a jobb és bal oldali differenciglhdnyadosok nem
egyenldk, rdadasul nem is végesek:

1 1
~=0 -=-0 :
lim =—=1lim — =0, illetve lim =-lim — =—oo.
s =0x—0 r—-0x" x~=0 x—-0 x>0 x2

) Bér j(x) értelmezve van xg-ban, azonban nincs értelmezve tetsz6legesen kis kOrmyezetében, igy
x nem tarthat xy-hoz.

20012+ 1-(2(x, - 1241 - -
im Sl ((xo ) )zlim2~—-————(x ) (¥ 5 % 2):2Eim(x+x0»2)=4x0—
X=X X=3%, X=Xy X%,

fey f(x)=4dx - 4.

2_3x-(x3-3 - 3
STt ) ST i) L ) U O M SIS

X=X, X — Xy X=X, X=Xy X=X,
gy g'(0)=2x-3.

2 2 xpt2-(x+2)

x4 xg+2 (e +2)(xp +2) . 1 -2
¢) lim = lim =-2Hm = s
X=X, X~ Xg XX, X=Xy XX, (x + 2)(x0 +2) (JCO + 2)2
. -2
fgy A =—.
By W)= s
Vx-1-x5-1 X=X 1

d) i =1li ,
)x—?};n X~ X xg% (x xo)(\/ +\/'x0—l) JL—HC.,\/ +\/on1 Z\IXU—I

A deriviltak (piros) és a fliggvények (kék) abrii:
a} y b} e

DIFFERENCIALSZAMITAS £

Miiveletek differencialhatd fiiggvényekkel -

megoldasok

a) dx)y=2; b) b'(x)=-3: ¢} () =3
dy dx)== e) €x) = 4x; FIfx=2x-6;
g) g(x)=—6x+7; R) B =2Tx - E; i) i'(x) = 6x2 — 6x;

J)J ey ==3x2+3; k) K () =332+ 4x—5;

a) @' (x) = 24x%; b) b'(x) = 567550 = 225x24;
d) d'(x) =425 + 98x + 72x% + 2187x2;

ffm=

,.oo5 41
-8x7024 125706, ) ()= ZX4 +4x 3,

13
28 ¢
“26_Z24 9.

i) i'x) ==12x~% + 10x~3 7)) =-8x

D) I(x) =Qn+ 10"+ m) m'(x) = 33555,

RN
Nooa o,
d) d'x) =(10-¥x) =10- (x5 =2 S=2
x4
1/ 3
Q) W= Js?):z%(ﬂLﬁx’Z: s
2 5 43
53 25 3 o5
f)f’(x) (7"5 ) x2 gxzzg‘\/;i

3 8 A 2 Bl 3
g g£W= (\/_+§/_ \F) (5 +x2 =—x5+§x3+—;—x2=
T NS

w e = () = [(x

h) h(x):-

DIy =3x2+ V20 +1.

c) () =2x —x* + 2x%;

e) €'(x)=12x14+ 3, 8x09

-3 3
14x2 +x 5

k) K (x)=6nx"~L;

a1
n) ()= xv2 ].
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DIFFERENCIALSZAMITAS

3

e) &'(x)=3x2 sinx +x3-cosx; f) F(x) = cos®x — sin’x;
, 1 . 1
g g =—75—; h) H(x) = ————;
cos?x sinZx
i) @ =lnx+1; J) i = 1—12nx
X

. 4 2 _ll s
m;ﬂw=@§§)=@3+x%ngxafgxsz

B @) () = cos;

d) d'(x) = 4cosx + sinx;
g &W=0;

2 a) a'(x)=3"1n3;
d) d'{(x) = 3e%;

nrm=%
X

T
D=

a) &) =423 Yx -%XA

1
‘—Q/?;

b) b'(x) = -3sinx;

e} €' (x) =—cosx - 5sinx;

¢} '(x) = cosx — sinx;

f) f(x) =sinx — mcos x;

) B'(x) = 3cosx - 4sinx ~ /2 cosx.

b) b'(xy=4-In5-5%

c) (x)=8%1n8§;

e) e'(x)=T-In7 —324x3 + 4. In4 - 647 - In 64;

w0
g)g(l)'—x-lnf
3

a6
J)J(X)_x x-1n3’

a3
W@ ="
L
) KG) = —.
) ki(x) T

b) b'(x) = (352 + 2){(x7 — 355 + 527} + (33 + 2x)(7x6 — 15x% + 10x);

(20x* + 18x26 — 4x}(5x10 — 3x6 — 9x2) — (4x5 + 5x>6 — 222)(50x° — 18x° — 18x)

¢} c'(x) =

d)d'(x)=

18 -3
{82 +0,6x ’054)(151 - xzj ~(ax2 4+ xo'é)[%x T-Zx

5510 _ 36 _ 0x2)
(

S
2

3
2

)

B

5

a) a@'(x) = 10(5x + 3);
¢) ()= 100t =352 + 5x)° (423 — 6x + 5);

%2 -10x+7

1047
2352470

g) &(x)=2sinx-cosx;

e) &'(x)=

i) i’(;;):é.M;
2 Jsin(Sx+ )
, tg3x sin3x
k) K(xy=6- =6- R
) K cos?3x cos*3x

p 1
m =
) m(x) o

0) o'(x)=-3-1g3x.

3
+

b) b'(x) = 4826 — 4x2)

-
DAD = T
3 _

) Fm=2. 4x? —4x + 6

Yxt = 2x2 4 60t ’

h) B (x) = —6c0s22x - sin 2x;

7) i'(x) =2cos 2x-costx — 4sin2x-cosx- sinx:

’ 1
ixs———
) 1=

n) 1'(x) = M. cosx;

3
% a) Fx)= 12—5(3152 + )2 (6x+1) - 8(x82 + x76) [(82 4 x-6) 4 (26 - 1)- (8,2672 — 6x7)] +

i1 2 3
[xz +x 2)- (x*—3x2) - [7x2 + 2&} (427 - 6x)

(x4 - 3x2)2

H

b) g'(x)=—{12sin*4x - cosdx - tg(x — x) + sin~34x . % +sinx|;
o8 (7 ~ x)

c) W(x)= —(2x—3)- "L

x2-1

d) Mvel

LT Y . 1
[In(smx)"] =[x In(sinx)] =In(sinx) +x-—— cosx=x- ctgx + In(sinx),
sinx

tovabbd

[In (i(x))]l

igy

iw_ i

i) (sinx)x’

() = (sinx)* - (x ctgx + In(sin x))A




e) Mivel

[In(j(x))]’ =[(nx) - In(nx)] = Indny) oot ]L L _1#lndny)
X nx x X
tovabbi Y00
F&x
Dn (J(X) :! (l) (]_nx)lnx
lgy
0 =anir - (1 + zn(lnx))_
X

Néhany konkrét fiiggvény derivalifiiggvénye - megoldasok

> a) Nem, mert a fiiggvény széls6értékénél a derivalt nulla.

b) Nem, mert ahol a fiiggvény csikken, ott a derivalt negativ értéket kell, hogy felvegyen.
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c) Igen.

d) Nem, lasd b).

e) Igen.

A keresett fiiggvények minden esetben csak egy konstans erejéig hatdrozhatok meg. A ¢ paraméter
helyére barmityen valds szdmot beirva, a kérdezett fiiggvényt kapjuk.

b} b(x)=x24¢;

d) d(x) =2x23 + ¢;

f) flx) = Ly 1
X

a) a(x) =5x+c;
) e(x) =2x% = 2x + ¢,
e) e(x)—~x +c;
e 2

3 -
g) glx)= L+—+i—+7+x+c;

h) h(x) =-—sinx+e.
PR ) h(x)

Mirdl informal a differenciadlhanyados? — megoldésok
Erintd — megeldasok

A megoldésok sordn felhaszndkjuk, hogy az érintd egyenlete y = f"(xg) - (x — xg) + /(%) alakban
irhat6 fel.

a) flxg) =28,  f'(x)=4 y=4x-5) +28=4x+§;
b)g(x) =2, &'(x)=75 y=750—1)+2=7,5¢—55;
c) i =2 h’(x)—ﬁ ~£.[x+5)+3_£x+‘/§”+9.

(o) =7 VE YT 3)74 4 12

h(x;) =0, H(x) == y= —Z(x ~§]+O=‘2x+n:;
d) i(xg) =0 i (x0) L 1(Jc m+0 LT

i(xg) = i (xy) =—, = (x— =—x—1;

0, a 0 = y p -

e} j(x) =Je, 7 (xo) :_,_‘/;__{’ )’:"%’[x“§j+ﬁ:*\/j€x+\/€'(zﬁ+l].

DIFFERENCIALSZAMITA

Derivalt és szélsdérték kapcsolata — megoldasok
% a)d(x)=0; xeR;
¢) €y =2x; x=0

b) b'(xp=3; nincs zérushely;
d) d(x)=-2x+5; x=25;
flf(x)=-6x+8; x=
1) R () = ~10(5x + 7):

e) e'(x) =8x +3; x:—g;

7

5

= w\-h

g) g =4(x~-3); x=3;

i) () =32-8x x=0ésx,= it =6x2—6x-36; x=-2éx,=3;

wloo

B KX =30+2)% x=-2;
) '(x)=30x(x>=1)% x=-1, % =06 x3=1;

; 1 . .
m}m'(x) = ﬁ; nincs zérushely;

B 2x -3 . 3

n) n'(x) =————; nincs zérushel (—QDJ;
20x%-3x TF

0) o'(x) = __ZX.L; x=§;
3 H(=x2+3x)? 2

) PO)=——2: nincs zémshely;

p)p 2n+ 1>2= Y;

2x

9 4O= 5 x=0;

Y ) = —10(3x +8v-1) 42419
@ad?ox+2? T3

s) S =6x-cos(3x2); x=06&s x=+ g-t-k 3 E ahol k e Zf;

1) fx)y=

— % . nincs zérushet
sin(x) Y
. AszélsOérték sziikséges feltétele, hogy a derivalt az adott pontban nulla értéket vegyen fel.
a) fl(x)y=2x-2;
F(1)=0, f(10) = 18: x;-ben igen, x,-ben nem lehet széls6érték.

b) g'(x) = 6x% + 30x - 84;
&'(-7)=0, g'(2)=0: x;-ben és x,-ben is lehet.
¢) B (x) = 30x° + 90x* — 905 — 270x2 + 60x + 180;
H(-1y=0, ¥ (V2) =0, #(7) = 676 800: x,-ben és x,-ben lehet sz&lsdériék, x;-ban nem.

d) i'(x) = -3x2sin(x3);

i'{3 2r«—2—) 0: csak pdros k-ra (k = 2f, t € Z) lehet szélsGériék.




A helyi maximum Iétezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény legyen értelmezve az adott
helyen és valamely kirnyezetében, valamint ott O legyen a derivélt értéke. Elégséges feltétel, hogy
az adott hely elétt pozitiv, utdna negativ értéket vegyen fel a derivdit.
a) f)==2x+6; f(1)=4, F£(3)=0. Ha x <3, akkor f(x) > 0 és ha x> 3, akkor f'(x) < 0.
Tehdt x;-ben nem lehet sz€1sG6€riék, x,-ben helyi maximuma van a fiiggvénynek.
b) g =—6x2+ 11x-6; g(-1)=-24, g(1)=0, g'(2)=0, g(3)=0. Tudjuk, hogy a harmad-
fokd fiiggvénynek legfeljebb hdrom zérushelye lebet.
Bontsuk szorzattd: g'(x) = (x— 1){(x — 2)(x - 3).

nega’av pozmv

- Negaty _
A szorzat alakbél mdr leolvashatok az elcge]ek Osszegezve ;\]—ben nem lehet szélsaérték,
xy-ben és xy-ben helyi minimum van. Csak x;-ban taldlunk helyi maximum pontot: xp,, = 2.

~2x
K =———=0; K(0)=0.
) = =0 KO

A derivalt elgjelét csak a szaml4lé befolydsolja: x = O-ban helyl maximuma van a fiiggvénynek.
d) i'(x)=2x cos (xg - g—], #(Jkr ) =0 bdrmely k € Z§ esetén.

A szorzat els§ 2x tényezdje x =0 (k=0 eset) kdrnyezetében eldjelet valt (negativrdl pozitivra),
a mdsodik cos [xz - g) tényezd ekkor pozitiv. Tehdt itt a fiiggvénynek helyi minimuma van.
Ha &> 0, akkor a derivilt elss tényezdje folyamatosan pozitiv, csak a mdsodik tényezére szilk-
séges koncentrdinunk.

0<x</m esetén f% <x*- g < g, aminek keszinusza pozitiv.

.7 n _3m . . .
Jr < x <27 esetén 5 <x?- 5 < R aminek koszinusza negativ.

A tovébbiakban ezt a két esetet ismétli tjra és tjra a fiiggvény. Ebbdl mér meg tudjuk mondani
a szélsGértékeket: az i(x) =sin (x - 7) figgvénynek az x = Vkr helyeken (k nemnegatfv

egész) paros k-ra helyi minimuma, pératlan k-ra helyi maximuma van.

Ez utébbit kerestik: x,,, = Qk+ 1)7.

A helyi minimum létezésének szilkséges feltétele, hogy a fiiggvény értelmezve legyen az adott
helyen és valamely kisrnyezetében, valamint ott nulla legyen a derivalt értéke. Elégséges feltétel,
hogy az adott hely eldtt negativ, utdna pozitiv legyen a derival,

a) f(x) =4x—10; f{x) =0 megolddsa: x=2,5. Mivel a derivdltban x egyiitthatGja pozitiv,
[’ szigortian monoton nové linedris fliggvény. Ezért a zérushely eldtt negatfv, utdna pozitfv
a derivalt, tehat az x = 2,5 pontban f{x)-nek helyi minimuma van, értéke: f(2,5) =—7.5.

b) &) =3x%+ 3x - 6; g'(x) =0 megolddsai: x, = -2, x, = 1. Aderivdlt egy felfelé nyil6 parabola,
igy a két zérushely kozott negativ, rajtuk kivil pozitiv értékeket kapunk. Tehdt csak x;-nél
kapunk az eredeti g(x) filggvényre helyi minimumot, melynek értéke: g(1) =-2,5.

DIFFERENCIALSZAMITAS

c) B (xy=Tx0—5x% = ¥4(7x2 - 3); 7 (x) =0 megolddsai: x; =0; x, = \/2-, X3 = —\/g

Figyeljik meg, hogy az eldjelet csak a mdsodik 7x% -5 tényezd hatdrozza meg, x* ugyanis
mindeniiit nemnegatfv. Bz a kifejezés pozitiv, ha x < x5 vagy x > x,, kiilonben negatv (felfelé
nyil6 paraboia). Tehdt az eredeti 71(x) fiiggvénynek x,-ben van helyi minimuma (x;-ban helyi

maximuma van, x; pedig nem szélsGértéke). A helyi minimum értéke h (\/g) =- 35;)3 \E .

d} i'(x) = cos?x — sin’x = (cos x — sinx)(cosx + sinx); i'(x) = 0 megolddsai: x = %+ k- g, ke?Z.

Vizsgaljunk meg egy teljes szdget! (A derivéltfiiggvény periddusa nem lehet nagyobb 27z-nél.)
Készitstink tdbldzatot

riegaty.

negativ Pegatly. pozithy pozitv,. - poritiy

0

_hq'zit'iv_r pozthy 0'." :negatlv negativ negay ST ot

0 negatlv 0 - pozmv 0 ﬁegaﬁsﬁl 0 e .pozmvi _' _7 0
A tdbldzathdl kiolvashatjuk, hogy i(x) = sinx - cosx fiiggvény az x,;, = -(—41)—7r helyeken
éri el helyi minimumat, ahol 7 € Z. Ertéke mindegyik esetben azonos: i(xpin) = -%4

ET3 Els6 lépésben meg kell keresniink a derivaltak zérushelyeit, majd azokrél eldénteni, hogy van-e,

és ha igen, milyen helyi szélsGérték.

a) ffxy=6x-4; x = 7 Mivel f” szigordan menoton ndv§ linearis fiiggvény, ezért a zérushely
eldtt negatlv utdna pozitiv az értéke, fgy x;-ben a fliggvénynek van helyi szelsé’értéke még-
pedig minimurma.

4+./10

. A derivalt lefel€ nyfl§ parabola, ezért a két zérus-

4- J“

by g'(x)= —%x2+4x—1; =

hely kozétt pozitiv, azokon kiviil negativ. Tehdt x; = -ban helyi minimuma,

4+r

Xy = -ban helyi maximuma van az eredeti fuggvenynek

2

, 1- P « e e 1 1ge e P
c) h{x)= —x; xy ==1 és x; = 1. Anevez$ nem befolydsolja a derivalt clGjelét, hiszen értéke
»? !

minden valds x-re pozitiv. A szdmldld egy forditott 4llast parabola, ezért a két zérushely kézott
pozitiv, rajtuk kfviil negativ éri€ket vesz fel. Tehdt a fliggvénynek x; = —1-ben minimuma és
X, = 1-ben maximuma van.

d) i'(x) =2cosx + sinx; x = arcig(—2) + kr, fokban megadva kb. —63,435° + k- 180°, ahol & € Z.

= -63 435" .—63 435“<X<115 565° K= 1T5 565“ 116 565°<X< 296 565° 7X- 96 555"
_0 S pozmv . 0 . . negatw o 0 .

Tehdt i(x) = 2sinx — cosx fuggvenynek péros k-ra hely1 minimuma (¥, = —63 435° +£-3607),
pératlan k értékre pedig helyi maximuma van (x,, = 116,565° + - 360°, t € Z).




Derivélt és monoionitas kapesolata — megoldasok

7% A monotonitis vizsgalatahoz szitkség van a fiiggvényre: els§ 1épésben meg kell vizsgdlnunk, értel-

mezve van-e a fiiggvény a kérdéses intervallumon. (Ezt csak ott jeldljilk, ahol R-t31 eltér.) Ha igen,
akkor meg kell 4llapitani, hogy a derivalt hol nemnegativ, és a megadott intervallum része-e emmek.

@) &'(xy = 1,001. '(x) > 0 megolddsai: x € R. ]—os; 5] = R. A megadott intervallumon a fiiggvény
szigorian monoton nove.

b) b'(x) = 6x. b'(x) 2 0 megolddsai: x> 0. [0; 2] < [0; «<[, a fiiggvény monoton nd a [0; 2] inter-
vallumon. A nivekedés szigoril.

¢) (x) =-2x+2; ¢'(x) 20 megolddsai: x < 1. Mivel [-5; 2] nem részhalmaza ]—o0; 1]-nak,
igy a fliggvény nem monoton ndvo a [-3; 2] intervallumon.

d) d'(x) = 3x% + 2x; d'(x) = 0 megolddsai: x < —% vagy x= 0. A [-3; -2] w [0; 2] valodi rész-
halmaza a ]—eo; —%} w [0; oo| halmaznak, ezért f(x) =x>+x? a megadott intervallumon
szigortian monoton novo.

e) &(x) =—3x% - 6x + 4. €'(x) > 0 megolddsai: -1— \/Z <x<-14 \/z Mivel -1+ \E <1, ezért
a teljes kérdéses intervallumon nem monoton nvé a fiiggvény.

—2x

) () = —=———— F(x) 20 megolddsai: x<0. A ]—oo; 0] éppen ez az intervallum, fgy a fel-
’ (x2 +0,5)
adatban kérdezett f(x) = — o5 fliggvény (szigordan) monoton nové az adott intervallumon.
X<+

g) D,=R\{0}, afuggvény nings értelmezve az intervallum jobb végpontjéban.

i) D, = [—eo;—2] U [=1; ool, a fiiggvény nincs értelmezve a ]-2; -1 intervaltumon.

, 1 1 P R

i) (%) = ——== + — === Béar aderivalt két pontban (x; =0 : :
3.3 3.Yx-37 '

és x, = 3) nincs értelmezve, &m ahol van, ott pozitiv.
Az eredeti i(x) = ¥x +¥x -3 fiiggvény mindeniitt folytonos,
ezéit igaz, hogy mindenhol szigorian monoton ndve is.
Megjegyzés: A kérdéses pontokban az érinté fiiggbleges egye-
nessé vilik egy pillanatra, igy nem tudjuk irdnytangensét
megadni a derivalt segitségével.

2
) 7 = 3cos (3%). j(x) = 0 megolddsai: ;% +k- %” <a< % +k —35

T Sm|. . g
Behelyettesitve a k=1 értéket, éppen az adott {—; M:l intervallumot kapjuk. Teht a fiiggvény
monoton ndvé itt. A ndvekedés szigord. 26

k) D, =R\ {kr} (k € Z). Akérdezett intervallum valédi részhalmaza az értelmezési tartomanynak.
1

0052('—15)
4

fiiggvény szigorian monoton nové a |- o[ intervallumon.

K@) = , K(x) >0 ahol értelmezve van a fiiggvény, igy a kérdéses k(x) = tg (x - %}

DIFFERENCIALSZAMITA

I) I'(x)=sinx +x- cosx. Kiilon megvizsgdlva a fiiggvényeket, figyeljik meg, hogy sinx =0,
cosx 20, x>0 az adott intervalluron.

fgy a derivdltra is £'(x) = 0: /(x) monoton névé a [0; g:l intervallumon.

Ott monoton csokken a fliggvény, ahol 1étezik a derivdltja, és az nem pozitiv.

a) f/(x)=-2x+3. f(x) <0, ha 1,5<x. A fiiggvény (szigordan) monoton csékkend a [i oo{
intervallumon. 2

b) g'(x) =3x%—8x+6. A g'(x) = 0 méasodfoki egyenletnek nincs megoldésa, a derivéldiiggvény
nem metszi az x tengelyt. Mivel g’ felfelé nyil6 parabola, ezért végig az x tengely felett halad:
minden valés x-re g'(x) > 0. Amegadott g(x) = 2" ~ 4x2 + 6x -3 fiiggvény sehol sem cstkken.

. -2x-1) ,
c) D, =R\-1; 2}, Wx)=-—"—""—, B(x)<0, ha x=20,5.
) Dy =R 20 K= 52 s W) x
Mivel ezt csak D-n tekinthetjitk, azt kell mondanunk:

h(x) = % az [l, 2[U ]2: e[ halmazon (szigoriian)
xc—-x-2 2

moneton csdkken.

2 2

1 sin“x —cos<x

2

cos?x sin?x (cosx-sinx)?’

'(x) £0, ha a szdml4l6 nem pozitiv:

R PR g
d)Di—R\{k 2J,l(x)

-£+kn5xiﬁ+kﬂ;
4 4

A fiiggvény nincs értelmezve ezen intervallumok felezdpont-
jaiban, ezért a megoldés: e

[{i} Fldszor derivalnunk kell a fiiggvényeket (mindegyik fiiggvény értelmezve van a telies valds
szdmhalmazon), majd a derivdlt eljelét megvizsgélva vdlaszolunk a kérdésre.

[—% + ko, kn[ W ] kiT; % + kﬁ] intervallumokon (szigortdan) \ -

monoton csékkend az i(x) = tgx + ctgx fiiggvény. (ke Z.)

a) f(x) =8 >0, igy a fliggvény szigorian monoton néva.
b} g'(x) =2x—2. Bz x< 1 esetén negativ, x > I-re pozitiv értéket vesz fel.

Tehdt az eredeti g(x) =x? —2x + § fiiggvény x < 1 esetén szigordan monoton csokken, x > 1
esetén szigortian monoton nd.

c) B'(x) = 6x% + 2x — 4. Bgy felfelé nyils parabolardl 1évén sz6, a zérushelyek kozott negativ, azo-
kon kiviil pozitiv a derivdlt.

2 . 2 .
Tehat a ] —o0; 71[ V] ]5’ oo [ halmazon szigorian monoton névd, a ]—1; E |:—0n pedig szigortian

monoton csokkend a /i(x) = 2x° + ¥2 — 4x — 5 fisgevény.




%, Készitsiink 4brat a megadott adatokkal! A squashlabda ¢ mésod-
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d) (%) = Tx6 + 18x° + 5x* = x*- (762 + 18x + 5). Mivel x* nem befoly4solja a derivdlt eljelét, {gy
a fiiggvény monotonitdsdban sem kovetkezik be véltozas az x =0 helyen, elegendd a zarGjelben
taldlhaté masodfokd kifejezést vizsgélni. Egyenes alldst parabola, ezért az i(x) = a7 + 325 + x°

_ -9 /6 -9+ /46 - s
fliggvény a |—co; Z v 7 ;eo|-on szigoriian monoton névé, a zérushelyek
kozott :[i}ﬂ, —-—9%@ [-on viszont szigorian monoton ¢sdkkend.

Széisdérték-feladatok — megoldasok

Legyen a pdlya hdzfallal parhuzamos hosszabb élének hosszdisdga x méter, akkor a révidebb oldala
x ~25 méter, a keritéssel pirthuzamos oldala pedig:

150 —x — (x — 25) = 175 - 2x méter.
A focipdlya teriilete ekkor:

Ty = x(175 - 2x) = —2x% + 175x.
Derivélva a teriifetfiiggvényt:

T'(x) = —4x + 175.

A derivélt zérushelye x =43,75. Mivel a szigorian monoton cstkkend linedris fiiggvény elétte
porzitiv, utina negativ, gy az eredeti T(x) filggvénynek itt valéban maximuma van. Akeresett pilya
méretei tehdt: 43,75 méter széles és 87,5 méter hosszi.

7 Behelyettesitve a megadott értékeket, az
() =—4.92 + 101
fliggvénynek kell megkeresniink a szélsoértékét.

Derivélva: ,
y'{t) =-9,8t + 10,

aminek zérushelye 7 = 1,02. Ez szigoriian monoton cs6kkend linedris fiiggvény, a zérushely elditt
pozitiv, utdna negatfv, tehét az eredeti y(r) fiiggvény itt veszi fel a maximumat. A labda a 16vés utdn
kb. 1,02 médsodperc mulva éri el legmagasabb helyzetét.

Mivel a lovés a f61dtSl 0,75 méter magassdgban tortént, igy a labda y(1,02) + 0,75 = 5,852 méter
magasban lesz ekkor.

perc alatt 20:, a légy kézben 2r méter tdvolsigot tesz meg.
A tdvolsdgukat az id6 fliggvényében lefré 4 fiiggvény:

d(H) =J(9,75 = 20212 + (20)% = 40412 — 390r +95,0625.
Ennek deriviltja pedig

, 8087 — 390
d(H= - }
2./40412 - 390¢ + 95,0625

A derivilt zérushelyét csak a szdmldld hatdrozza meg: ¢ = % = (),4827 (itt a kifejezés értelmezve

is van). Mivel a nevez§ az értelmezési tartomanyon pozitiv, a derivilt eldjelét csak a szamldlo
befolydsolja: monoton névS fiiggvény, tehdt a zérushely elStt negativ, utdna pozitiv. Igy a 4(7)
fiiggvénynek ¢ = 04827 mésodperc helyen minimuma van. Ekkor d(7) = 0,97 méter, vagyis a labda
elég messzire volt a légytdl, kozelitGleg 97 centiméterre.

EES Jelolje x, v, a arajzon lathaté szakaszokat! Az dbrét megfigyelve

DIFFERENCIALSZAMITA

Az Eszter dltal elképzelt doboz magassagat jeldlje x, szélességét x + 5, hosszlisaga ekkor
200~ 4x — 4(x +35) _

=45 2x.
4
A doboz térfogatdt a magassdg fiiggvényében a
V(x) = x{x + 5)(45 — 2x) = —2x% + 35x% 4+ 225x

fiiggvény frjale (Dy = 10; 22,5[). Derivéltia:

V'(x) = —6x? + 70x + 225.
A derivdlt zérushelyei:

~70+.10300 . FAENEHE S
xl,Zz—#, nnen x; =-2,624, x, =~ 14,29, Sps e s w {sk

Mivel a derivali lefelé€ nyil6 parabola, a két zérushely kozétt pozitiv, rajtuk kiviil negativ. Tehdt
a V(x) fﬁggvényr}ek xy-ben van maximuma. Eszternek kortilbeliil 143 milliméer magas, 193 milfi-
méter széles és nagyjabdl 164 milliméter hosszt dobozt kell készitenje.

30cm

vegyiik €szre, hogy az alapteriilet két g oldald négyzetbd] (kizé-
pen €s a négy egybevagt egyenld szdrd derékszogl hdromszoget
Osszetolva), illetve négy egybevigd téglalapbdt 4,

T(x) =242 + 4ay.
Ne feledjiik, a kifejezést végiil x-16] kell fiigg6vé tenmiink. E16bb
azonban keressiink Osszeftiggést a és y kozou. Irjuk fel a Pita-
gorasz-tételt az el6bb emlitett egyenld szdrd derékszogd harom-

a
7

T =2a" + 2J2a% = 202 (1 +/2).
Mivel a lap oldala 30 cm, 1gy 2x + 2y + a = 30. Ebbél kifejezve a-t x segitségével, az

szogre: 2% = a2, innen y =

0= 15—-x
1+42
kifejezést kapjuk. Behelyettesitve a teriiletbe:
(15— x)?
Tx)=8—F—.

@=877 NG
Atérfogathoz az alapteriiletet meg kell szorozni a magassdggal: y ;
(15~ x)? 8 1657
Vy=8-——7== - (% = 30x7 + 225x). /
¢ 1+/2 142 x N o Vi) “

Deriviljuk a térfogatot leird fiiggvényt (DV =]o; 15[):

24
Vi(x) = (22 - 20x +75). /
W= 2Ty
"
V'(x) zérushelyei: xuz%ﬂ, xy=15,x,=5. I R T

Mivel a derivélt egyenes 4lldst parabola, ezért a két zérushely kozott negativ, rajtuk kiviil pozitfv.
Maximumot igy a kisebb helyen produkal, tehat x,, =5. A maximdlis térfogatii nyolcszogletd
dobozhoz % cm széles fidleket kell a géppel hajtogattatni. A térfogata ekkor megkozelftGleg
1656,85 cm?.

93
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Tekintve az dbrat, koncentrdljunk a kupoldt alkot6 kédpra. Vegyiik
észre a két hasonlé derékszbgii hdromszdget, majd frjuk fel
a megfeleld oldalak ardny4t:

r_25-x

3 25

x= 25(1 - 3}.
3

A kupoldba es§ henger térfogata alapteriiiet és magassdg szorzata:
; -3
V) =rin- 25(1 - %j = 25::(—% + ;—2}

Derivédljuk a térfogatfiiggvényt (DV =1]o; SD:

Tnnen

, 3’.2
Viry=257- _-3—+ 27 |=257 - (2 —F)

Akét zérushely ry =0 és r, = 2. Forditott llisd parabola esetén
maximumot a nagyobb helyen taldiunk, ry,, =2. Ekkor a [ift
teteje megkozelitSleg 83,3 méter magassdgban lesz.

B A feladat szovegénél levd dbrit figyelve két derékszdgti haromszdget (ABFA és BCD,,) kell
észrevenniink. MindkettGben van ugyanakkora o nagysdgi szog (0° < o< 90°). Ezért BF = 2sina;
BD =3cos . Osszegiik az o szdg nagysagatol fiigg:
d(e) = BF + BD = 2sina + 3cos o I ey
Deriviljuk a d tdvolsdgfiiggvényt! A derivélt zérushelyét o értel-
mezési tartoménydt figyelembe véve keressiik:

. 2 -
d'(e) =2cos o —3sina=0 = E:tga. s .z k3

Innen o= 33,69° A derivilt ennél kisebb szogekre pozitiv, nagyobbakra pedig negativ értéket vesz
fel, tehdt a fiiggvénynek ez valoban maximuma. (A megadott intervallumon mind a szinusz, mind

a koszinusz szOgfiiggvény értéke pozitiv.)

5 Helyezziik a feladat 4ltal lefrt dolgokat egy tigyesen valasziott y
koordindta-rendszerbe. Arendszer ordindtatengelye essen egybe - /

a parabola tengelyével, az abszcisszatengely pedig az alagit
aljaval. Egy 15-tel felfelé eltolt, fordftott 4114sd parabola egyen- :
letét keressiik, melynek zérushelyei 5 és —5. 40

Ha y=—ax?+15 és x=5 zérushelye (0 =-25a + 15), akkor

3 .
= % A parabola egyenlete: y(x) = -3 x2 +15. Legyen a kamion

félszélessége x, ekkor magassdga y(x). Vagyis a kamion kereszt-
metszetét a 10; /10 0[-on értelmezett

Tx) = h[—%x +15) —gx 3 4+30x

fiiggvény irja le. Derivaljunk: BRIl B Sk

Tix)= f§x2 +30.

DIFFERENCIALSZAMITAS

A derivélt zérushelyel x; , = _% Fordfott 4lldsd parabola 1évén, a maximum a nagyobb zérus-
5 .
helynél van: x,, = A Ez ]0; VI0{-on globdlis, hiszen el6tte 6, utdna csokken T(x).
. 2
Alkamion szélessége ennek dupldja (kb. 5,77 méter), magassaga pedig y (¥pe) = ~§ . (%J +15,

azaz kereken 10 méter lehet. Ugy téinik, még a specidlisan nagy rakomanyt sz4llité kamionok is
gond nélkil 4t tudnak kelni az alagiton.

% A jarmtvet tekintsiik egyenes szakasznak. Azt a szakaszt keres-
siik, amit még be tudunk fordftani az dbrdnak megfelelGen.

Bontsuk a szakaszt x és y részre. A berajzolt derékszogli hdrom-

szogekben érvényesek a kovetkezdk (0° < o < 90°):

4=y-sino és 2,5=x-cosc.

Kifejezve x-et és y-t, a szakasz d hosszdra kapjuk:
22,5

doy=x+y= + .
sine  coso
A szakaszhossztliggvény derivaltja: y
T = “ltjcgsoc . 2,5sine _ —4cosPor + 2,58in30£.
sing coslo sin¢ - cos?or a1

A nevez6 nem befolydsolja a zérushelyet, csak a szaml&léto] fiigg:

—t
X

=g, ' n

ey

2,5

ahonpan 1,1696 =tga és o, = 49.47° Kisebb szogre a derivdlt negativ, nagyobbra pozitiv
ériéket ad, vagyis itt d{er) fiiggvénynek minimuma van. Visszahelyettesitve ide d(omin) = 9,1,
Atlagosan 1,5 métert szamitva egy fdre, ez a tandem legfeljebb 6 fés lehet. Ha Géza vezet, akkor
maximum 5 utast szdllfthat. (Még fgy is egy fével jobb, mint egy Stszemélyes auté.)

a) Ismét tekintstik az dbrdt. A két derékszogli hdromszoget fel-
hasznalva kapjuk (0° < o < 45

. . . sino
x=15sine = z-sin45°, innen z=15-

sind5° ;
Ugyanezen derékszog(i hdromszdgekbd] a téglalap y oldalst S 15cm
is felirhatjuk: ;

y=15coso — z7-cos45° =15cosax —15- smo
5in45°

=15cosa —15ctgd5°-sino.

-cos45° =

Mivel ctg45°=1, y = 15(cos & — sin cx).
Kifejeztitk a téglalap oldalait & segitségével, irjuk fel a terii-
letet a szog fiiggvényében:

Ty = 2xy = 450(sin « - cos & — sin? z).
Derivéljuk a teriiletet:

T'(ex) = 450(cos? ox — sin? o — 2sin ¢ - cos ) =450(cos 2a - sin 2¢x).

Itt felhaszndltuk a duplaszogekre vonatkozé sszefiiggéseket, T'(or) =0, ha tg2a =1, amibdl
0 =22,5° o-nél kisebb szdgre a derivlt pozitiv, nagyobbra pedig negatfv. Igy a maximalis.
teriiletd, téglalap alakd felvdgottszelet kozelitSleg 2x = 30sin22,5°~ 11,48 ¢cm hosszd és
¥ =15(c0822,5° —sin22,5° = §,12 cm széles lehet,
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180°
b) Nézzik 4t, mi vdltozik az a) részhez képest, ha a rajzon jelolt szdg nem 45° hanem o

El&szor is .
sino

180°
[
A teriilet a kovetkezSképpen médosul:

z=15

< 180° .
é  y=15|coso —ctg o -sina ).

sin

o

(o) :450[31:105 SCOSO — ctglgo - sinza)

1

Deriviltja:
, ; 5 180°
T () = 450|cos? & — sin* o — 2ctg h

180° .
-sine - cos oc) = 450(cos 200 — ctg——-sin 20:).
n

A derivalt zérushelye:
180° 90°
tga =tg = o=

n

n

Ekkor a téglalap méreteire adodik:
i . 90°(  90° 180°
2x=30sin&, illetve y:lSsm—[ct —e— —ctg )
n n n n

= sy

Derivalt derivaltja. Mir6l informal a masodik derivali?
- megoldasok

oy

B a) d'0)=0;

b) b"(x)=2;
d) d"(x) = —6x;
F) £ = 156x1 + 12655

¢) (¥ =—6;
e) &' (X)=12x—6;

2 2
=2 TSP e € )
&g = gy h) W00 = =207+ 3x) (2 +3x*
1 1 I .
i) i) = = ——; J) 7)) = —sinx —cosx.
4 \J? +x)?
%272 MindketiGt négyszer.

e s

= (—sinx)” = (—cosx)’ = (~(~sinx)) = sinx.

* = (—cosx)” = (—(=sinx)) = (~(~cos x)) = cos x.

(sinx)" = (cosx)

27

(cosx)” = (—sinx)

. ) 2
$Z a) f”(x) = 10, nincs zérushely, b) 7(x) = 30x — 4, zérushelye: x = 5

nincs zérushelye;

—61+/228 "
. d -
PYRE ) (%)

27 —-8
o) Flxy=12x1+6x—4, x;9= 2+ 1)

e) [“(x) =-4sinx-cosx, x=k - g—, ahol k tetsz6leges egész szdm.

S a) f7(x) = 24, nincs inflexids pont;
b) g"(x) = 6x + 6. Mivel g”(~1) = 0 és g” elfjelet valt x,-ban, ezért x, = —1 inflexiés pont.

DIFFERENCIALSZAMITAS

d) 7(x) = 90x® — 5640 = 2x5(45x2 - 28). Bér xy = O-ban a mésodik derivalt 0, azonban nem vilt
eldjelet, igy ez nem inflexids pont. A mésik megadott pontban mindlkét feltétel teljesiil, igy ott
a fiiggvénynek valSban inflexids pontja van.

BIB a) 7 (x) = 24x - 6. f(x) = 0 megolddsa x =0,25.
Mivel f” szigoriian monoton név{ fiiggvény, 0,25-nél kisebb x-re negativ, nagyobbra pozitiv.
Igy f(x)-nek x = 0,25-ben inflexi6s pontja van, & |~oo; 0,25 [ intervallumon konkdv, ]0,25 H oo[
intervallumon konvex.
1£43
—
Mindkett§ pontban konvexitdst valt a fliggvény, mindkett§ inflexids pont. A g(x) fiiggvény
pedig
1-v3 [ ] 1443
)

—konvex a ] ——o) ———
2 2

1-V3 1+43
2 7 2

b) g"(x) = 6(2x% — 2x — 1). A felfelé nyflé parabola zérushelyei x) 5 =

) [ intervallumon,

— konkdv a :I [ intervallumon,

¢) B'(x) = x%x® + x = 2) = x2(x + 2)(x - 1). Ebb6] ad6dik a masodik derivalt hérom zérushelye:
0,-2 és 1.
Koziiliik 2 0-ndl nem valt eljelet £”(x), —2-nél pozitfvrél negativra, 1-nél pedig negativrdl
pozitivra véltozik az el§jele. Igy A(x)-nek ~2-ben és 1-ben van inflexiés pontja. A figgvény
konkdy a }-2; 1[ intervallumon, illetve konvex a |—co; —2[ és ]1; oo intervallumokon.

d) i"(x) = -2sinx — 3cosx. Zérushelyei a tgx = 23 egyeniet megolddsai: x = —-56,31°+ k - 180°
2
(ke Z).
Ezekben a pontokban eljelet is valt a médsodik derivalt, tehdt az eredeti fiiggvénynek ezek
inflexids pontjai.
Mir csak a mdsodik derivilt el&jelét kell meghatiroznunk.
—Ha -236,31° < x < -56,31° akkor i"(x) > 0.
Tehdt a figgvény konvex a |-236,31° + k- 360°% —56,31° + k- 360°[ intervallumokon.

—Ha -56,31° < x < 123,69° akkor i"(x) < 0.
Teh4t a fiiggvény konkdv a ]—56,31° + k- 360% 123,69° + k- 360°[ intervallumokon.
a) Fix)=x— 42> + dx=x(x? —dx+ 4) =x(x - 2)2=0 az x, =0 és x, =2 pontokban. Ezeken
a helyeken lehét helyi szélsGéreék. Tovabbd f7(x)=3x>-8x+4=0 az £, = 2 és Ry=2
pontban. 3

Mivel f”(0) >0, ezért x =0-ban fnek helyi minimuma van. Mivel az x =2 pontban mind
az els6, mind a mdsodik derivalt 0, ezért ott ezek alapjén nem tudunk nyilatkozni a széls6-
értékr6l. Azt viszont djuk, hogy az elsé derivélt x=2 pl. 1 sugard |1; 3] kérnyezetében

pozitiv, tehdt f(x} monoton névs, azaz valéban nincs szélsGérték.
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b) gxy=—sinx~1=0azx= 3 + 2k helyeken (k€ Z). It lehet szélsGérték. Mivel azonban

g"(x) =—cosx & g"(%r + 2k7£j =0, ezért egyik kérdéses pontban sem donthet a mdsodik

derivalt. Viszont az elsé igen: g'(x) <0 minden x € R-re, tehdt g(x) fliiggvény az érielmezési
tartomdny4n monoton csdkkend, nincs sz€lsSértéke.

B o) f(x) = %x“ +2x3 + gxz, FO=x+6x2+9%x=x(@x?+ 6+ 9 =x(x+3)=0, ha x,=0
vagy x,=-3. Ezen helyeken lehet inflexids pontja a fliggvénynek.
) =324+ 122+ 9=302+4x+3) =3 +3)(x+ 1) =0, ha £ = -3, & =~1. Mivel
F70) >0, ezért x=0-ban az f(x) fiiggvénynek inflexids pontja van. Az x = -3 pontrol igy
dbnteni nem tudunk. Ujra vizsgdlva a méasodik derivaltat, f”(x}a -3 pontpl. 1 sugard |-4; -2
komyezetében negativ és nulla értékeket vesz fel. Ebbél adédik, hogy ezen az intervallumon
a fliggvény végig konkav, tehdt itt nincs inflexids pont.

b} Felhaszndlva az addici6s osszefliggést, f'(x) = —2cos x(—sinx) = sin(2x). f(x) = 2cos (2x) = 0,
ha x= % +k- % (k & 7). Tit lehet inflexiés pont. f*(x) = —4sin(2x). Mivel a kérdéses helyeken
a szinuszfiiggvény 1 vagy -1 ériékeket vesz fel, mindenhol inflexids pont van.
. . 1
) ) =Inx+1-3x% W)= 1 6= 0, ha x;,= i\/g Mivel D, =R*, igy csak x= \/g
X

johet széba. B {x) = ‘iz — 6 <0 minden D-beli szdmra, tehdt a kapott pont inflexiés pont.
x

Differencialhato fiiggvények vizsgalata — megoldasok

b) a, e, ¢) nincs;
d) a; e) b.d; £) [aic] &s fe; e[
g) l-wial 6s [eel; - W) ]-oob] és [dieols i) [b:d].

2. Zérushelyek: x;=-1, x;=2.
3. f(x) = (x + 1)(x ~ 2), tehat nem péros és nem pdratlan, nem

periodikus.
4. Mivel hatvényfiiggvény, minden valés pontban folytonos. !
Hatdrértékei: ST LU B
lim f(x)=eo, Lm f(x)=oce. N R AR
X Ay o

5.f(0)=2x-1=0,hax= l A derivdlt szigordan monoton ndvd, ez a pont abszolit minimum.

1 1 N .
A fliggvény szigordan monoton cstkken a }wo; 2 [—on, az ]-2-5 oo [-on pedig novekszik.

A minimum értéke: £(0,5) =-2,25.
6.f"(x) = 2, ezért a fiiggvény konvex a teljes értelmezési tartomdnyon.
7. Rp= [-2,255 eof.

DIFFERENCIALSZAMITAS

b} 1.D,=R.
2. Zérushelyek: x1=-1, x, =3.
3. g(x) =—(x + H(x— 3), nines paritdsa, nem periodikus.
4. Folytonos R-en, hatdrértékei: '
lim g(x) =—o0, Hm g(x)=—co,
X300 x——e

wn

.8 (x)=-2x+2=0, ha x=1. A derivilt szigortian monoton
csckkend, ezért ez a pont maximum. A fiiggvény a |—ee; 1[-on
szigortian monoton né, az 11; e} -on csokken. A maximum ériéke: g(hy=4.

6. g"(x) =2, ezért a fliggvény minden pontban konkdv.

7. Ry = |- 4].

¢) 1.0 =R, y
2. Zérushelyek: x;=—2, x, =0, x5 =2. R Ll
3oh(y=x(x+2)(x - 2). fgy ) :

h(=x) = (—x) - [(~0) + 2] - [(-x) - 2] = A\
=ED-x- (D e-2]- D [x+ 2] = A, e f *
tehdt a fliggvény pératlan. Nem periodikus.
4. Dy,-n folytonos, hatdrértéke:

im A(x) = —oo,  lim A(x) = oo,
x—y—oo x>0

5.W(x)=3x"~4=0az %= —%, By = % pontckban.
6. h"(x) = 6x, x=0. K"(%]) <0 (helyi maximum), &”(%;) > 0 (helyi minimum).

A minimum értéke: i (2,) = —ﬁ, a maximum értéke: 1(%)) = i A két sz&lsSérék

33 33

kozott szigordan monoton csokken, rajtuk kiviil novekszik a fiiggvény.
h”(x) = 6, tehdt x = O-ban inflexiGs pont van (el6tte konkév, utdna konvex a fiiggvény).
7.R,=R.
dy 1.D;=R.
2. Zérushelyek: x; =0, x, =2.
3. Nincs paritdsa, nem periodikus.
4. Folytonos R-en, hatdrértékei:

lim i(xy= oo, Jim i(x) = —oo, ST Ry y
X—>—s0 x—ee —1 g
5.0(x) =327+ 8x 4 =0, xl=§, £=2. ~ SR

6.7 (x)=—6x+8=0,x= % i"(#]) >0 (helyl minimumy), i”(£;) <0 (helyi maximum).

A fiiggvény a két szElsGérték kozott szigorian monoton ndvd, rajtuk kiviil cstkkend.

A minimum ériéke i(%)) = —%, a maximum értéke (%) =0. i~ @ =6, tehitez a pont

. . 4 4
inflexiés pont, mert a :l —oo; EZI -on konvex, a [5’ oo l}on konkav a gorbe.

7. Brigkkészlet: R, =R.
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e) 1.D;=R. Al
2. Zérushelyek: x; =~1, x, =0, x3 = 1. :
3. Mivel
J=0 = 03 [t - 1] = -8 2 - 1) =), e
a fiiggvény pdratlan, nem periodikus. R X

4. Folytonos, hatérértékei:
Hm j(x)=—oce, hm j(x)=oce.
x—y—ee X—es

5.7 (0) = 5x* - 3x2 = x> (5x2 - 3).

. 3 . . 3
Ennek zérushelyei: £; = —\E , % =0, 3= \/g

A derivalt szorzat alakjabdl 1athats, hogy £ eltt és £, utdn pozitly, £ és £; kobzott negativ
(csak £,-ben 0). fgy #,-ben helyi maximum, #;-ban helyi minimum van, £,-ben nincs
szélsGérték. A fiiggvény £-ig és %3-t6] szigordan monoton ndvé, kozotiik csdkkend.

6 I3 o 6 |3
Amaxi srtéke: 7(5,) = — - 12, A értéke: j(f3) = —7 /=
maxunam ertcke J()”I) 3 5 MImmum I(XS) 25 5

6. /(%) = 20x° — 6x, ennek zérushelyei: ¥, = —0,3, ©, =0, ¥ = /0,3.
A mésodik derivélt ¥;-nél kisebb x-ckre, valamint X, és X; kozott negativ, illetve X3-ndl
nagyobb, valamint X, és X, kozotti x-ekre pozitiv, fgy az eredeti fiiggvénynek mindhdrom
helyen inflexis pontja van. A fiiggvénygdrbe |—s; /0,3 ] & [0; /0,3 ] intervallumokon
konkav; [-1/0,3; 0] és [V0.3; oo[ intervallumokon konvex.

T.R;=R.

f) LDy =[-22]
2. Zérushelyek: x,=-2, x, = 2.

3. Mivel
k(=) = 4 = (07 =4 - x2 = k(x),
a fiiggvény pdros, nem periodikus.
4. D,-n folytonos. A bal végpontban jobbrdl, a jobb végpontban
balrél folytonos:
lim k(x) = k(-2) = im k(x}=k(2) = 0.
x—=-2 x—=2

’ _ —-X
R s

Csak a sz4mldl6 befolydsolja a derivélt értékét, ami x = 0-ndl kisebb véltozéra pozitiv (k%)
szigorian monoton nova), nagyobbra negatfv (k(x) szigordan monoton cstkkend). Bz maxi-
mumhely, a maximum értéke k(0) = 2.

V4-x2—x- - 2

=0, x=0.

” 4 2 4-x%+x 4
6. k" (x)=-~ = =- <0.
@ 4-x? (4—x2)-\/4—x2 (4—x2)-\/47x2
k(x) konkdv, nincs inflexids pontja.
7.R.=[0;2].

DIFFERENCIALSZAMITAS

a) 1. D;=R\{0}. Fi Sy
1 1 S : :
2. Zérushelyek: ¥, =———, x, =—.
y 1 BT A
3. A fliggvény paratlan, nem periodikus:

1 3 1

fen=—o

=—=+
-x  (=x? x x3

?F*l}bf(x).

x x

4. Dy-en folytonos, hatdrértékei:
lim f(x) = lim f(x) =0, lim f(x) = oo, lim f(x) = —eco.
PSS x—>e0 x>0 xt=0
S F) = 3 (1 ) e .
S = o -1}, zérushelyei: £ =-1, £, =1.
Csak a masodik szorzétényez6 befolydsolja az eldjelet, eza |~1; Of & ]0; 1[ intervallumon
pozitiv, a J—eo; 1] &s }l; oo| intervallumon negativ. f(x)-nek —I-ben helyi minimuma,
I-ben helyi maximuma van.
Szigoriian monoton névd |-1; 0 és 10; 1[-on, szigorian monoton csékkend [—ee; —1] és
}1; m[—on.
A maximum értéke: f(1) = 2, a minimumé pedig f(-1) =-2.

” 6 2 )
6. (x)= e (l - —2) =6- i\—?v, zérushelyei: X; = /2, T = V2. Atényez6k tabldzatban:
x x

ne'g_atl’\i L negatly . néga’fiv poziﬁv . POZiV. o ,'pbzi'iiv
boziﬁv L . Negatlv = .. ... negaily poziv.
negaliv. 0 T pozitie — . negatly 0 poridy

Mindkét pont inflexids pont.
Al-s0, —2] s ]0; /2 ]-on konkav, a [-v2; O] és 1/2; oo]-on konvex a fiiggvény.
7. Rf =R.

S

B) I.Dg=R\{k§}, keZ

2. Zérushelye nincs a fliggvénynek.
3. A tgx és ctgx is pdratlan és 7 szerint periodikus, dsszegiik
is az.

4. Dn folytonos a fliggvény, hatdrértékei:

m g(x) = Hm g(x)=e, lim g(x) = [m g(x)=—os.
e x’w)-g#kﬂ x Tk x*—w%i-kn’




2 2

X —COS~X T b4
— =0, x=—+k-—.

x-sinx 4 2

1 sin
7

, 1
5.8 =—3

cos 2

x sin“x  cos

. o 13 )
Csak a szamldls befolydsolja az elfjelet: a ]kn; % +km [ és } Tﬂ +ku,w+kn [—on negativ
{ezen intervallumokon g(x) szigordan monoton cstkkend), mig a ]%+ km; % + kir[ és
3 . . . . P
}g +km; Tﬂ +kn [—on pozitiv (it g(x) szigordan monoton n&vd). Az elsd derivalt minden

zérushelye helyi szélséérték. Az x = % + kx helyeken minimum, az x = *Z, + kz helyeken

maximum van. El&bbi értéke g[ﬁ + kn’} =2, a maximum értéke pedig g(—% + kn) =-2.
(A széElsGértékek helyiek.)

5 indx 4
6.8 (x)=2- ( Smgx + ?Osgx)— A2 ; i C'Oi = zérushelye nincs.
cosx  sin’x cOs x - sin"x

A derivalt el&jelét csak nevezd befolydsolhatja. Vizsgdlata utdn elmondhatjuk, hogy az elss
és a harmadik stknegyedben — azaz a }kn; L k?t[ intervallumon — g”(x) pozitiy, tehdt
¢ konvex. A mdsodik és negyedik siknegyedben — azaz a ] 525 +Rmy T+ kT [ intervallumon —
2”(x) negativ, tehat g(x) konkdv. Az eredeti fiiggvénynek nincs inflexiés pontja, mert a kon-
vexitdst valté x =k - —725 pontokban a fliggvény nincs értelmezve.,

7R, =R\]-2; 2[.

) 1. Dy=R, e

2 =" 4 2km xy =2+, i sl .
5= e o
x3=—6-+2kn:(keZ). \//‘_} § _1. y SR v ¥
N fiil
3. Nincs paritdsa, periddusa 2. ; . i S : =
4. Mindeniitt folytonos, nincs +oo-ben vett : s
hatdréreéke.
5. B (x) =—4sin®x + sinx + 2 = 0, zérushelyei: %= 1,003 + 2km, £y = 2,138 + 2kn, &3 = 3,776 + 2k,
X4~ 5,648 + 2kn.
Mivel |2;; 22[ és ])%3; 324[~0n K (x) <0, itt hi(x) szigorian monoton csékken, kiilonben szigo-
riian monoton nd. Tehdt £,-ben és f£5-ban helyi maximum, £,-ben és £,-ben pedig helyi
minimum van. Ertékeik: h(%) = 0,369, h(%y) ~—0,369, h(%;) = 1,76, h(%,) =-L76.
6. 1"(x) = cos x(1 ~ 8sinx) = 0, amibdl a zérushelyekre kapjuk: X; ~ 0,125 + 2kr, X = T orkr,
%~ 3,016 + 2k , 2
A mésodik derivilt a }0,125 +2kn; % +2km [ és ]3,016 + 2km; Fn + 2k {—on negatlv, ezért

ott a figgvény konkdv. Viszonta :[g +2km; 3,016 + 2kr ]: és ]377: + 2km; 6,408 + 2k [—on

pozitiv, tehdt ot a fliggvény konvex. A kiszdmitott pontokban a fliggvénynek inflexids pontja van.
R, =[-1,76;1,76].

b

d) 1.
2. Zéushely: x=1.
3. Nincs paritdsa, nem periodikus.
4. D;-n folytonos.

(¥,

.D;=R\{0}.

. Nincs paritdsa, nem periodikus.
. D:-n folytonos.

DIFFERENCIALSZAMITAS

D,=10:L

Hatdrértékei: L
lim i(x) = oo,
X—>roe
1
. . In . .
lim x-lnx= lim % = im —%— = lim —x =0,
x*—0 x* =0 l x*ao_i xt=0
x x?

(Utébbiban alkalmaztuk a 1I’Hospital-szabdlyt).

D =lnx+1=0, x=1.

e
Elétte negativ a derivalt (i(x) szigordan monoton csékkend), utdna pozitiv (i(x) szigortan

o . . . .y . 1
monoton névs), ezért ez minimumhely, a minimum értéke: i(x) =——.
e

i”(x) = —, aminek nincs zérushelye, és az értelmezési tartomanyon pozitiv.
x

A fiiggvény mindenhol konvex.

Zérushelye nincs a fliggvénynek.

Hatérértékei I"Hospitallal:

lim j(xy=oo, Lim j(x)=0,
x—>o0 Xb—eo

lim jix)=-oo, lim j(x)=—co.
xt—0 x =0

s.j’(x):ex-"—;%o,x:L
X

1
6.j"(x) =e’”‘-[-—£2+—
X X

7.

Ennél kisebb valtozéra a derivdlt negatfv (j(x) szigoriian monoton csdkkend), nagyobbra
pozitiv (j(x) szigorfian monoton novd), ezért ez helyi minimum, értéke j(1) = e.

2 a9y
2)= e*- Qﬁ Mivel a szimlsléban D <0, igy j {x)-nek

x3 x3
nincs zérushelye.
A negativ tartomdnyban negativ, a pozitlv tartomdnyban pozitfv. Tehat x < O-ra konkav,

x > O-ra konvex j(x).

Ry=]=e0; 0L U [e5 =]



B8

Y a)f(o= (3x2 _ 4x)<3x2 +4x - 2) + (x3 - 2x2)(6x + —-—j;
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F1 LD, =10; [
2. Zérushelye nincs a fliggvénynek.

3. Nincs paritdsa, nem periodikus.
4. D;-n folytonos, hatdrértékei:

lmi(x)=o0 & Ilim x*= lim e¥I0x =1,
X—yeo 2t =0 xt—=0

(A d) példdban x-Inx — 0, ha x* — 0).

5K = (") =2 (lax+ =0, hax=¢,

’ L L o 1 "
K@) a }O; ! [—on negativ (k(x) szigorian monoton cstkkend), az ]—; oo [—on pozitlv (k(x)
e e

szigortian monoton névé), x = ¢~ minimumhely.

6. K" (x)=x%" ((Inx +1)72+ 1) nines zérashelye. Ugyanis x* > 0, —1— >0, anégyzet pedig nem-
negat{v. Igy k'(x) > 0, k(x) konvex.

~1
7. Mivel a minimum (¢71)° = 0,6922, ezért R, = [0,6922; oo

Megjegyzés: Kilencedik évfolyamon szokott felmeriilni a 0° probléméja. Erielmezziik tgy,
hogy ,,0 minden hatvdnya 0, vagy inkdbb , minden szdm 0-adik hatvanya 17 ? Nem tudunk
donteni, ezért a 00-t kizdrjuk a szamok vitigabol, A fenii fucgveny O-ban vett hatdrértéke
az utobbit erdsfti (erdsebben ,hat™ a kitevs konvergencigja): 00 =1, x> O-ra hrn x*=1. Azonban

ha jelentGsen gyorsitjuk az alap 0-hoz valé konvergencidjdt, akkor befolyasoIJ uk az eredményt:

n—=>0

Tim ( ) =0, ami alapjdn 0° = 0. Prébéljuk meg igazolni, hogy —-In ( TJ e
n o \n

Vegyes feladatok — megoldasok

Igen, az (1; 10) pontban.
x*-81 (x A +HE2+9)

=3 x-3 x—>3 x-3

11m(x+3)(,\ +9)=6-18=108.

1
2x

b) g'(x) =—2sin(2x) - sin (x + @) + cos (2x) - cos (x + 7);
) H(3) = 2 DL X 1COS,

sin?x
d) #(x) = =3x2 - sin(x3) - cos (cos (xz))

a) flxg) =2, f(xg) =5, y=5x+1)+2=5x+7

b) g(x@:%, g'(x0)=1, y=1- [ _Ej+_2__

GFB 1. D,=R.

DIFFERENCIALSZAMITAS

BB o) 7'(x) = 35> - 8x + 3; ennek zérushelyei: x, =

4-
7 -ben helyi minimuma van a fiiggvénynek.

X =

7 . . 4+
-ben helyi maximuma, x, =
b) Mivel f'(x) a ]-oo; %[ és ]xzz oo[-0n pozitiv, ott a fiiggvény monoton novs. Az Jxg; x,{-on
negativ, igy ott a fiiggvény szigordan monoton cskkend.

[G¥] A szabdlyos hatszog tertiletét hat egybevdgé szabdlyos hdromszog
teriiletének Osszege adja:

a®sin60° 33 2
2 2
Alap vizszintes szimmetriatengelyét tekintve 2a + 2m = 30.

V3

NE
7)&, oy a=15—7x,

Tx)=6-

Mivel m =

Behelyettesitve a teriiletbe:

Tx)= i(ﬁ - ﬁ T‘
Felirva a térfogatot: 2

Vi) = ?[ﬁx —53x2 + %}J
A derivalt térfogatfliiggvény:

Vi) = 9*’F[3 2 10£x+75].

1
Felfelé nyfld parabola, igy helyi maximuma a kjsebb zérushelynél van. Ennck értéke \/O— = 5,77 cm.
A dobozka térfogata ekkor V. = 1500 cm?.

max

(& o) Nem, mert f(xp) = 0.
b) Nem, mert nincs értelmezve a fliggvény.
c) Igen.

2. Zérushelyei: x; =0, x, =3.
3. Nincs paritdsa, nem periodikus.
4. Folytonos, hatarértékei:

lim i(x) =—

Hm i(x) = oe.
X—y—co x—oo

5.f(x)=3x2—12x + 9, amibél a zérushelyek: £, = 1-ben helyi
maximum, #, = 3-ban helyi minimum van.
A ]—eo; 1] és [3: oo{-on monoton n8, az [1; 3]-on csokken a fiiggvény.
Szélstértékek: f(1)=4, f(3)=0.

6. f7(x) = 6x — 12, zérushely: x = 2, inflexiés pont.

A ]—oe; 2]-on konkév, a [2; o[-on konvex a fiiggvény.
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Primitiv fliggvény — megoldasok

A szorzatokat érdemes kifejteni, a torteket egyszertisiteni €s dtfrni negativ kitevére, a gytkoket
atfrni tortkitevére (a megolddst mindkét formdban kdzoljik). Az o)—z) részfeladatokban nevezetes
szorzatokkal dolgozunk.

a} 6x+¢; b) P+ o x4
6
X
dj g e) x"+¢; fl—*e
255 x=2 1 ] 1
g h)-——+4c=-—=+0¢; i) Wx+e=22+c;
85t T, 10x2 !
10
L 3/,10 3 3 2
7 3 1; +c:3ic +c; k) 4+ 4x%=3x+c; l)%+3%~14x+c;
2 1 2 x s
——=+c n) o+ G 0) —+ 27 +dx+c
) \E ¢ ) 2x2 33 3
4 2 2 3
p)%—x3+ — X+ q)%—x+c; r)%+x2+4x+c;

3
3 %2
5)53-+2xfx’1+c; I)T—x+c.

Az a) - d) részfeladatokban gondoljunk a trigonometrikus fiiggvények derivaltaira!
Sin x

a) —2cosx + ¢ b) ?+c; c) 3etgx +c; d) Stgx+c.
e) Alkalmazzuk a kéiszeres sz0g szinuszdra vonatkozé addicios tételt:
. 1 . 1. cos2x
inx- cdx=—|2sinx-cosxdx==|sin2x dx=———+c;
_fsmx cosx dx ZJ. sinx xdx 2_‘- 7

) Nagyon hasonlit c)-te, de 2x van az argumentumban, és elfjele pozitiv:

4
dx=-2ctg2x +c;
I sin?2x £

g) Atalakitdsokkal:

jsinx dx, ha xe[2km 2k + Dz,

1-cos?x dx = | v/sinx dx = |Isinxldx =
j\/ cos“x dx jxjsmx X J.smx X J.—sinxdx, na xe[(Zk—l)?r;Zkir],

bérmely k egészre. Tey
,“ inxld —cosx+c¢, ha xe[Zkﬂ;(2k+1)n],
sinx|dx =
cosx+c, ha xe [(Zk -z, 2k71'].

Megjegyzés: Mivel a koszinusz nem ott valt el8jelet, ahol a szinusz, a végeredményben nem
alkalmazhatunk abszoltértékjelet.

INTEGRALSZAMITA

) A tangenst dtirhatjuk szinuszra és koszinuszra, majd a szinuszt koszinuszra:

a2 2

sin“x 1—cosx

jtg%cdx:f 5 dx:f—-2—dx=
cos“x cos“x

=-[co:2x dx~jicix:tgx—x+c.

2. l+cos2x

i} Alkalmazzuk a cos“x = addicigs Osszefiiggést:

1 .
J-coszx dx = fﬂ dx = 1_[(1 +cos2x)dx = l)c + sin2x +c
2 2 4

2
J) Hasonléan #)-bez, sin®x = b:;sﬁ‘
'_I-Sinzxdx=J-}_—Cg§£dX=£I(1~cos2x)dx=lx, sin2x
2 2 5
e
a) det+c b) 7'*6; c) Sinlxl+c;

1

d) e*+Infx] + ¢ e} 7—271+1n\xl+c‘
X X

A megolddsokban f(x) helyett egyszertien f-et, g(x) helyett g-t, derivaltjaikra £'-t és g'-t frunk.
Ez a rovidités nem fog zavart okozni.

a} Erdemes x-et fnek, sinx-et g"-nek valasztani, mertigy f'=1 és g = —cosx.
'f Fg dx-et kdnnyen megkapjuk:
J.x -sinydx=-x-cosx+ J.l scosx dx=—x-cosx +sinx + .
b) Hasonlan az el§zéhoz, csak most f=x és g =cosx, f =1 és g=sinx:
fx ccosxda=x-sinx 7_{1 -sinx dx = x-six +CoSx + .
¢) Az dtlet ugyanaz. f=x, g’ =e**2 (mindegy, hogy derivalt vagy nem), f’ =1 & g=e 2
.[x ~e*t2dx = x - 12 fJ‘I e ldx=x-e e o=
=et*2 (x—1)+e

d) Ebben a példdban egy ligyes fogdst alkalmazunk. Bdr itt is szerepel x, mellette viszont Inx van
— utébbinak egyrészt nem tudjuk még az antiderivdltjdt (az a kovetkezd feladat), masrészt

(nxy =L,
X
Az f'- g szorzat a fordftott kiosztdssal lesz konnyen kezelhetd.
, ,_ 1 2
Tehdt f=Inx, g'=x, f'=~ & g=%:
x
2 Inx 2 2. 2. 2
lenxdx:;c Inx -Il<£éx:-—w—-~x Inx —lfxdx=*~x Inx -
x 2 2 2 2 4

2

X
=—-CQhx-1)+ec
4(nx J+c
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e) Az ilyen kérdések dltaldban nagyon nehezen kitaldlhatSk, ha csak a fiiggvényt latjuk, és nem
ismerjiik a ,,szorozzunk eggyel” triikkot. Igy felfrva viszont kdnnyen kezelhetS, hiszen nincs
més vélasztasunk, mint g’= 1. (Prébdljuk ki, hogy f= 1 vdlasztdssal nem jutunk elébbre!)

’ y 1 p
= tex, g =1, f[=- és g=ux:
f=arcetgx, g f 722 g
1

i1
fi-arcctgx dx=x~arcctgx+j xdx=x -arcctgx+§1ni1 + 3%l +e

1+ x2
f) Latszélag itt nem szorzat, hanem hdnyados van, de a hdnyadost kénnyf felimi Inx és x recip-
, 1,01
rokdnak szorzataként. Legyen f=lnx, g'=—, f=—, g=Inx:
X X

J‘i'lnxdlenzx—.[i-lnxdx.
X X

Tekintsiik ezt mint egyenletet, adjuk mindkét oldalhoz az integralt:
1 In2
2fl-lnxdx:1n2x és f—~mxdx:H+c;
x X 2
g) Ha f=sinx, g’ =cosx, akkor f =cosx, g=sinx
J'sinx -cosx dx =sin?x - fsinx ~cosx dx.

Fejezziik ki az integralt: .
sin?x

Isinx-cosxcix: + ¢

k) Ha f=sinx, g'=e%, akkor [’ =cosx, g=¢"
J.ef ssinxdxy=e*-sinx — _[e"’ ~cosx dx.

Ezzel nem jutottunk kozelebb a megoldashoz. Pudbéljuk megoldani a kdvetkezd feladatot, hédtha
az knnyebb!

i) f=cosx, g =¥, f =-sinx, g =e%
((: o= et ocosx -i—je“ -sinx dx.
Ez a feladat sem tidnik annak. Prébaljunk 8sszerakni a kettbél egyet!
je"‘ -sinxdx=¢*-sinx— 'fe)’ ccosxdx=e¢*-sinx - (e*‘- cosx + _[ex -sinx dx) =
=¢% (sinx —cosx) — Jex »sinx dx,
Isméi egyenletként tekintve a sor elejét és végét, rendezzitk az integralra:
fe’f -ginxydx = %e* -(sinx —cosx) +c.

Hasonléan adédik:
1 .
'{e” ccosxdx = Ee* -(sinx + cosx) + ¢
J) Afeladat nagyon hasonlit a ¢) részhez annyi killonbséggel, hogy ott x els§ hatvdnyon szerepel.
Prébaljuk ki az ottani trilkkot: f=x%, g’ =¢%, ' =2x, g=e*.
sz-exdx=x2<ex—2jx-e'“dx=x2~e"’—26x4x+26x+c=ex-(x272x+2)+c.

Litjuk, hogy x kitev§jének cstkkentésével célba ériink.

INTEGRALSZAMITAS

k) Legyenmost f=x2, g’ =cosx, f =2x, g=sinx.
J-xz -cosx dx=x2-sinx - fo “sinx dx=x2-sinx +2x - cosx — 2sinx +¢.
I} Hasonl6an; f=x?%, g =sinx, f =2x g=—cosx
_[xz -sinx dx=—x2-cosx+ 2_|.x< cosx dx=—x2-cosx +2x -sinx + 2cosx + c.
m) Bls6 lépés: f=xt, g’ =", [ =43, g=¢"
Jx4-e”dx=x4vex~4_].x3-e"dx.
Mdsodik lépés: f=x3, g'=e¥, f'=3x% g=¢".
J.x“-exdx = x4 ¥ —4Jx3vexdx =xt.ex —4(x3-ex —3jx2-e"dx).
Harmadilc 1épés: f=x2, g =e*, ' =2x, g=¢*.
fx4-exdx =x4-e"A4fx3 ce*dx :x4-exw4(x3-exm3[x2-e’—2_{.x'e-”dx])4
Negyedik 1épés: f=x, g'=e%, f'=1, g=e*.
fx4~e"'dx=x4-ex~4jx3 »exdx=x4-ex—4(x3-ex —S[xz -eI—Z(X e* 7J‘e-‘dx)DA
Ha most integrdljuk az utolsé tagot is, és kifejtjiik a zdréjeleket, ezt kapjuk:
[t erdr=er rf - 4x3 +1257 - 24x + 24) 4 c.
Megjegyzés: Béar nem konny(l, formuldt is készithetiink dltaldban J. x"-e*dx, fx” -cosx dx,

x”-sinx dx vagy az itt el6 nem kertilt J-x” Inx dx felirdsdra.

a) Mi amegolddsban az f=sinx, g’ =cosx, f =cosx, g=sinx kiosztdst vdlasztottuk. Ekkor

. sin%x
Ismx ccosxdx = >

+cC

Forditsuk most meg a kiosztdst! Legyen f=cosx, g =sinx, f =—sinx, g =-cosx:
cos’x
+c

Isinx -cosx dx = —cos?x — J.sinx -cosx dx, Innen Isinx ccosx dx = —
LétszOlag két killonbozd eredményiink sziiletett. '
b) Koridbbi eredményiink az aldbbi volt:

. cos2x
J.smx»cosx dx=—-——"—"—

+c.

Hogyan egyeztethetS Ossze ez a hdrom, latszélag kiilonboz6 eredmény? A titok az, hogy
minden esetben csak a konstans értéke més (jelsljik Sket a fenti sorrendben rendre ¢, ¢, ¢”-vel).
Alakitsuk at a kifejezéseket:

sin®x 1—cos?x cos?x 1 cos’x
+eo= +o=— —4c=— +eh
2 2 2
cos?x | 2cos?x ,  cos?x+IE-sin?x e
_ - = o=
2 4 4
cos?x —sin?x 1 cos2x  ,,
= 4= +c”
4 3 4

Vagyis ¢”=¢"-0,25=c+0,25 és ¢’=¢ +0.5. Ahdrom eredmény ugyanazt a fliggvénysereget
adja meg.
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a) A szamlalokat kell kiszdmolnunk:
A B _Ax+3A+Bx+B_ Ox+2

+ = = .
x+1) @+3) E+DEx+3) x+1)x+3)
Ezt az egyszer( egyenletrendszert megoldva, A=1 és B=-1.

dx=Inlx+1-Inlx+3l+¢;

| 2 dx=| ! ax—| !
x+Dx+3) x+1) (x+3)

b) Példaul a megoldsképlet segitségével kitalalhatjik, hogy x2 = 3x — 10 = (x + 2)(x - 5). Igy

A B _Ax=SA¥Bx+2B_ Ox+l 4 p 0 eop saot.
G+ x5 GrOG-5  G+2E-5)
Innen B = 1 és A=Al.
7 7
[ 1 dx=-£j 1 dx+3j Lol +2l+ x-S
(r+2)x-5) T2y 7T -5 7

c) X +x-6=(+3Nx-2).
A B Ax+3A+Bx-2B _ (x+10

(x~2)+(x+3)_ -2x+3) @+DE+3)
A+B=0, 34— 213:10,,4:2,3:—2.
1 1
= ) = _9l_ ;
_[x2+l . dx 2}@72) J.(x+3)dx 2{nlx - 21— Inlx +3) +¢

d) 4x% +8x+ 3 =Qx+ 1)(2x + 3).
A B 2Ax+3A+2Bx+B _ 4x +8

+ = = :
2x+1) (2x+3) 2x +1D2x +3) Qx+1D2x+3)
A+B=2, 34+8B=8, A=3, B=-1.
j- 4x +8 x=3J- ] dx—_‘-
4x% +8x +3 (2x+1) (2x+3)

BE o) Mivel a szamldlé magasabb fokszdmd a nevezénél, bontsuk le teve-médszerrel:
xS+ x2-x2 x? (;L + 1) ”
Jrigax= [P e [ gy [ qan s

X3 —In(1+ 47
S S TSTOT g
3

b) Mivel nagyobb a kiillonbség a szamlald és nevezd fokszama kozott, tobbszor bontunk:

3
=§——llnll+x3|+c=
303

dx;

J- x7 dx:Ix7+4x5—4x5

5
dr={x3dx—4f
¥7+4 44 J. Ix2+4

X

x5 d ‘_Ix5+4x374x3

3
dr={x%dx-af- X 4
244 224+ 4 J. fx2+4

J-x +4dx — 4x dy = Jde*ZJ.xng_‘ld

2
x=2-2n|x2+4{+e.
x2+4 2

'[.)L +4

azaz A+B=0 é 3A+B=2,

dx =§ln|2x+]I~ %1n\2x+3|+c.
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Most visszafelé Iépegetve behelyettesitiink:
7 65 4 2 6
Jo—de= a2 4l T w2 dl]lse= x4 8x2 - 32Inla? + 4l
x*+4 6 4 2 6

¢) Haszndljuk ki, hogy (x2 + 4) (22 - 4)(x* + 16) = x® — 256.
X 256
[F =] -6t + 160+ [

X<+

= [(x® - 4t +16x2 — 64)dx + 64[% dx.

1+ (f)
2
Az els6 integrdlban minden tag kénnyen meghatdrozhat6:
%7 x %3
J® - axt 163~ 64)dx =2 - 4+ +16 "~ 64,
7 5 3
A miésodik kis 4talakitds utdn helyettesitéssel integralhatd, . 1, l dx=dz:

1+(2) 1

—dz—lZSj d1~1283rctgf+c_128arctg2 +e
Az eredmény igy:

o

128_[

8 7 5 3 .
|5 dx=Z 424167 —64x + 128arctg +c.
x“+4 7 5 3 2
Megjegyzés: A fenti példakbol az is kitiinhet, hogy a mdsodfokid nevez§jii torick primitiv
fliggvényei szinte mindig In-t vagy arctg-t tartalmaznak.

GEEE o) Mivel a szdmldl6 a nevez§ derivéltja és J.i dX =InlX{+c, ezért X=x2+1, dX=2xdx):

f o dx—ln|x +1+ e

b) Gondoljunk arra, hogy ctgx = C?ﬂ (X =sinx, dX = cosx dx):
sinx
fctgx dx = In|sinx| + .
¢) Teve-médszerrel a szamlalé a nevezd derivaltja lesz (X =x2+2x— 1, dX =2x + 2 dx):

_J‘ 2x+2

=l1nfx2+2x—1|+c.
2 +2x— 1 2

d) Abels6 fliggvény derivaltjat ldtjuk szorzatként. Mivel JcosX dX =sinX + ¢, ezért
J.Zx -cos{x)dx=sin(x2) +¢.

3
3 2 3
e) 2f3x2-\/x3+2dx=2~(x—§&+c=§(x3+2)2+c.
2
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p . 1
) Irjuk fel kicsit mdsképp, hogy lassuk a derivalt kapesolatot [X =lnx, dX = —dx):
x
1

J. dx:jidx=]n\lnxl+c.
x-Inx Inx

2
g) Mivel [X dX = X? +e, ezért (X = sinx, X = cosxdx):
sin?x

J.sinx-cosxdx: +c.

Itt azt haszndltuk, hogy sin’x = cosx. Ha cos'x = —sinx, akkor ugyanabbdl kiindulva:
cos?x
+c

J.sinx rcosxdx=—

Megjegyzés: Afentiekben a sinx-cosx szorzatot integraituk addiciés tételeklel, kétféle dton
parcidlisan, és kétféle iiton behelyettesitéssel, latszélag harom kiilonboz6 eredményt kapva.
Ezek utdn mondja valaki, hogy nem érdekes a matematika!

1) Csak a sin’x = cos x Osszefiiggésben lathatjuk a szorzatot, f(X) = X:
sin%6x
iRy

J.sin55x ccosxdx=
56

6
o Trs ; sin°x p , ” p
i} Kissé stalakitva a tgfx = 3 azonossdggal, mdr megfelels formdban van:
o

$0x
6 6 7
s1n°x tgPx tg'x
I dx = I £ dx=27% 40
cosdx cos*x 7

j) Mivel (cos?x)” = 2cos x (-sinx) = —sin2x, ezért
f sin2x

oo dx = —Inll+ cos? x| + c.
+cos’x

k) Ahatvdnyozds azonossdgait &s addicids 6sszefiiggéseket felhaszndlva:
£C082X

R 1p. . 1
fsmx ~Cos X dxz—fstx-cmz"dx ==ty g
2 4

Esinzx
Filiggvénygorbe alatti teriilet meghatarozésa a kétoldali kbzelités
médszerével — megoldasok

A megoldisokban a szumma jelet csak a jobb helykihaszndlds végett haszndltuk. Aki még nem
bardtkozott meg a jeldléssel, nyugodtan szamoljon a megszokott médon, az eredmény a fontos!

=

77% a) Az oszipontok:

xg=0; =05, x9=1; x3=15 és x4=2.

Ezeket kell behelyettesiteniink a fiiggvénybe, az alsé kozelits osszeghez az elsé négyet:
54=053+325+4+525)=1775;

a felsG kozelitéshez pedig a mésodik négyet:

8§3=053,25+4+525+7)=09,75.

INTEGRALSZAMITA

b} Az osztSpontok: v
Xp=0; x =025 x =05 x=075 é& x=1

Az als6 kizelits osszeg
5, =0,25(-0,125 - 0,5 - 1,125 - 2) =-0,9375;

a felsd kozelités pedig :
S4=0,25(0-0,125-0,5 - 1,125) = -0,4375.

a) Az osztépontok:
Xy = 0; X = 0,2; Xy = 0,4, Xy = 0,6, X4 = 0,8 és x5 = 1.

A kOzelfté Osszegek:
55=0,2(20 + 202 4 204 4 206+ 908y = 1 345;

S5=0,20202 + 204 + 206 4 208 4. 21y = 1 545,
b) Az osztépontok:

x—s—ﬂ'x—éi'x——/—ﬁ'x—&'x—%ésx—ﬁz
07207 T 207 2T 200 T 20" T 20 U0
A kozelité dsszegek:
5= %I:sin @%} - sin@—g):l ~0,6826;
Ss= 2 sin 9% ) o sin/ 207 - 0,786,
20 20 20
a) A fiiggvény folytonos és a kérdezett intervallumon monoton noveé.
n=1 2 -1
111 s 1 (n=1DnCn-1) 1 (u-12n-1) 1 31
5 = fo—l === = =—- =—- (24—
" E;( rJ nou E’)t n 6 6 n? 6 n+nz’
L 1)21 1 &, [ an+D@n+D) 1 ( 3 1
§,=%4-2| 2= Yo AT ) 20
" g{(n n nd gl’l n3 6 6 no n?

i 1 e L
S, — €s S, — —, ezért a keresett tertilet —.
3 3 3

b) A fiiggvény folytonos és monoton csdkkend az intervallumon. Az eredmény T = E

” o |2 g & 40 3 1) 16
s= -+ S =8 Y 2= 2 T
" ;[[ nj n3 Z{] 3 ( no n? 3’

[

n—1 2 n-1

S,=3 fi2 s -%=8—§~Ei2:8—i 2 31518
= n n n ~ 3 n 3
g i=0

5 _na+D2n+1)

Megjegyzés: Felhaszndltuk, hogy 12+22 + ... +n 6
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BEB Tekintsiik a fiiggvényeket a megadott intervallumokon.
a) fix) a {0; 3} -on eldszor monoton cstkken, majd monoton nd.

A cstkkend részen az alsé kozelitd osszegeket a részinterval-
lumok jobb, a nvekvs részen pedig a bal végpontokban
tekintett fiiggvényértékekkel kell szdmolpunk. (Hasonléan a
fels6 kozel(td Osszegre.) It tehat [0; 2] és [2; 3] részekre
érdemes bontanunk a megadott intervallumot a monotonitas
szerint.
PB4
3 3 3

b) A g(x) fiiggvény a megadott intervallimmon metszi az x ten-
gelyt. Azt mdr ldttuk, hogy az x tengely alatti teriiletek
a fiiggvényértékek miatt negativ elGjelle] kertilnek a végsd

Bsszegbe. Bzért kiilon kell vélasztanunk a fiiggvény pozitiv és
negatfv felét: egyszer [0; 1]-on, majd [1; 2]-on kell elvégez-
niink a szdmftdsokat.
T=E+£:E=l
3 3 3

¢) h(x) esetén egyszer a monotonitds, azutin pedig az x tengely-
lyel valé metszés miatt érdemes az intervallumot [0; 1)],,
[1: 2] és [2; 3] részekre bontanunk.
2 2 4 8
T=—4—+=-=2.
3 3 3 3

Megjegyzés: Mivel a kézelitd églalapok ,.rdmizédnak”™ a fiiggvényekre, a monotonitds miatti fel-
bontdst nem kell annyira szigortian venniink.

BE3 A négyzetgyokfiiggvény a megadott intervallumok mindegyikén monoton nGvo. Ezért

n-1

, b~a b-a

5= > L ja+ . .
i=0

i-
n n

"
. b-a b-a
S,l=§ a+i- . .
P n n

Kiilsnbségiiket tekintve a tagok kettd kivételével kiesnek (teleszkopikus Gsszeg):

- - b—a b—a_ b—
S,—8,= a+n-u~uf a+0- a. a= a‘(ﬁfﬁ)wﬂ).
n n n n n

INTEGRALSZAMITAS
BES ) Areciprokfiiggvény a pozitiv [4; b]-on monoton cstkken.
= 1 b—-a
5, = E —. ,
Sasilza n
I
2] 1 b-a
Sn— bh—a’
i=0ag+i- "
I
Akiilénbségben most is csak két tag marad:
1 b-a 1 b—a b-a (1l 1
Snfsnz b—-a.ui b_a = [—-Ej%()
a+0.—= " a+n- n o
n n

b) Akkor éri el a pontossdg az emlitett értéket, ha a kozeliid tsszegek kiilonbsége ennél mér kisebb
(hiszen a ketté kdzott van valahol a kérdéses teriilet). Helyettesitsiik be [ 1; 2]-ot:

S,,fs,l=2*I -(Ll)=i<o,o1_

n 12 2n

Innen n > 50. Tehat egyenletes részekre osztdssal 50-nél tobb osztdpont felvéiele esetén
a reciprokfitggvény alatti teriiletet egy szdzadndl pontosabban meg tudjuk hatdrozni kézelitd
téelalapokkal.

A Descartes-féle koordinata-rendszer miatt a trapézok is derékszogtiek, teriiletiiket a fliggSleges
alapok Osszege felének és az egyenld vizszintes kis szakaszoknak a szorzata adja.

N2 g 2
ks
n-1 n-1 n—1
n n 1 1 1
a) t,= z

_ 2 . 2. =2 z -
.__ﬁAEI +{i+1P=— 2i+2i+1)=
Gl G+h 203 Z( )

b 2 no 2t =
I (LR PP UL TR M 1
2’ 3 3 2n 62 2n 3

iV i)
717142[;j72[7j 1 1 n-1 1 n-1
b) f,,=2‘-——~w:——'3-Ziz+(:‘+l)2:—n—3-Z(2i2+2i+1):

2 LG i=0

i=0
L.[%}lﬂn_1),1+,1]=_2+1,L,iﬁ_2_
3 3 a 3m? n 3

3
Mindkét esetben a teriiletek mérGszamait kaptuk meg jra (az eredeti eredmények a fejezet els@
feladatdban taldlhaték).

n

Példdinkban minden fliggvény folytonos volt és monoton
csokkend vagy nové (ha nem, akkor felbontottuk ilyen részekre).
A monotonitds miatt a részintervallum jobb vagy bal végpont-
jaban vette fel széls@éreékét (minimumét, maximumdt). fgy
természetesen adédott, hogy minden egyes téglalap-parra kiilon-
kiilon s < 8.

Mivel a trapézt az intervallumok végpontjaiban felvett fiigg-
vényértékeket osszekdtve kaptuk, {gy minden kis részintervallu-
mon a trapéz tertilete a két téglalap teriilete kozé esik: s <7< 5.
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Ha tekintjiik az alsé téglalap-, fels§ téglalap-, illetve trapéz-tertiletosszegek s, S, €s t, soroza-
tait, akkor 5, <1, <5, ]

A sorozatokra vonatkozd renddrelv alapjdn ha a téglalapok teriiletdsszegei tartanak ugyanatthoz
az értékhez (mint ahogy példdink mindegyikében), akkor a trapézdsszeg is oda kell, hogy tartson.
Amennyiben egy olyan zért intervallumon szeretnénk trapézokkal kozeliteni a folytonos
fiiggvényiinket, ahol az novekedést és csokkenést egyarant produkal, akkor célszerd gy valasztani
a felosztdst, hogy az egyforma részintervallumok hatérdra essenek az osztdspontok. Ha példéul a
[0; 4] intervallumon tekintjiik az f(x) = (x — 1)* + 10 fiiggvényt (amely i-ig csokkend, utdna
nov6), akkor az eredeti intervallumot osszuk elGszor 8 egyenld részre. {gy felosziottuk a [0; 1] részt
két részintervallumra, az [1; 4]-ot pedig hat tészre Ggy, hogy ezek egyforma hossziak. Utdna
tekintsiink 8n sz4mu osztaspontot, 71 — eo.

Megjegyzés: Utolsé gondolatunk csak OsszemérhetS részekre vald bontds esetében mikodik.
A hatdrozott integrdl fogalma mostani meggondoldsunkndl jéval dltaldnosabb.

A hatérozott integré! fogalma és tulajdonsagai — megoldasok
Tekintsik a kévetkezd dsszegeket:

n=1 2 n—1
AR a1 (m=Ln@n-1) 1( 3 1] 1
= = e = 2|
o 2(1 ) e iz:(, " 6 6 2)73

icg\ Jon non
VO AT R 1 nn+D@r+1) 1( 3 1) 1
Sp= o Y e e o2 S S s o
" E(l nj n n Z‘gl n3 6 6 non? 3

Mivel a hatdrozott integrdlt egyre finomodd beosztdsok segftségével képezziik (példdul a mdr
megléve osztépontokhoz vesziink hozzd tjabbakat), vdlogassuk ki a fenti sorozatokbdl az azonos
alapu index( tagokat, pl. a 2 hatvényokat. Ezek a konvergens sorozatok részsorozatai, {gy ezek is
tartanak a kozos hatdrértékhez. A megoldds:

1 5 1
{x dx:;

Tekintsiik az alabbi dsszegeket:

n-1 3 n—1 .3 n—1la:3 ) :
.2 2 2 L5 4 8 2 87 12 6i| 2
= z {(—Eﬂ-—}ﬂ}fn: E [—1+31-—n—312»~n2+—n3 +1]7: E [—3 o +—]<—z

i=0 n i=0 L R rln
4 'Sy o aai 4 2 (n-n|_ 4 |n®2 =n .
=n7i§é|:4z —6ni=+3n l]=;2"(1’l*1) —(r-12n-1)+3 5 =F-?—§ —2;

n ) 3 2 4 d
S=3 {,I_H'.;j +1 .;zﬁig{@ﬁf@liz +3n%]=

i=i

2
=;42--[(n+1)2-(n+1)(2n+1)+3@—§m}:%{%+ﬂ—>2.

Ismét vdlasszuk ki pl. az n = 2™ részsorozatokat mindkét sorozatbdl, igy egy finomodd beosztassal
dolgozunk. A megoldds {gy

1
[ +1dx=2.
-1
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i Ebben a feladatban az osztGpontok szdma érdekel benniinket, ezért a megfelels kiindulds utdn mér
nem kell finomitanunk a beosztdst.

a) A'kérdés, hogy hdny darab részintervallumra teljesiil, hogy

n-l N2 n RN 2 2
AT iy 1 0 n 11
S s,= Yl =] ==Y == =] - =) [ -2 <0
n"Sn =~ (n] n il\/ (n] n (\/ (n) \/ (nJJ n n<0’l

Lathatd, ha »n > 10, akkor az eltérés egy tizednél kevesebb. Osztépont legaldbb 12 kell.

b) Ugyanigy:

n-l n
A AN b AV I
S,—s,= ) cos|i-—| —~ ) cos|i-—| —=|cos |0 —|—cos|n —||- —=—<0,1
n " 9n g) ( 2}1) 2 Z (1 ZIJ 2n [ ( 2]1) cos (n 2/‘1]} 2n 2n ’

i=1

akkor, ha n > 15,7, azaz n legaldbb 16. Tehdt minimum 17 osztaspont sziikséges.
El&szor hatdrozzuk meg a sziikséges osztépontok szamat.

n-1 A
1 1 1 1 1{1 1
Sp-sy= > ——t oy L L UL DL 6050 ha w3333,
I n ! n 2 3/ 6
=02 +— =12+ n 7
n n

Tehét a legaldbb 4 egyenlS részintervallumhoz legalabb 5 osztdspont sziikséges.
Legyenek ezek a xy = 2; x;=2,25; x,=2.5; x5 =275 és x, =3. Ekkor

l(LWLL+—L+1]:0,385 és 5,1=i(1+ LU Jm]:o,427_

Sy = +_—+
432,25 2,5 2,75 3 2 225 25 2,75
Ha a trapézSsszeggel szdmolunk, akkor
1 i 1 1 1
127t s it
’n:Z' > 2’ : = (},406.

A valédi érték kozelitdleg 0,405465.

@8 o) Mivel f(x) pdratlan, ezért szimmetrikus az origéra: a szimmetrikus intervallumon az x tengely
alatt és felett ,,ugyanannyit” tartdzkodik. A negativ és pozitfv részek osszege 0.

a
[rydz=o.
—a
b) Minden péros fiiggvény szimmetrikus az y tengelyre, ezét a [—a; 0] feletti teriilet egyenld
2 [0; a] felett teriilettel. Azaz

_T.f(x) dx= Z]Z.f(x) dx.
4]

-

Azt kell észrevenniink, hogy a leirt transzformacié egy ¢ ardnyd
nyujtds az origébdl. Azonban hasonld alakzatok teriileteinek
ardnya a hasonl6sagi ardny négyzete, vagyis
b b
Jc - f(fjdx = CQJ.f(x)dx.
¢ a

ca
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A Newton-Leibniz-i6iel — megoldasok
% Az elsd négy példaban szerepld ¢ konstansfiiggvények esetén mmden i-te m;=M;=c.

a) my=M;=5, igy s,Z=S”=ZS(X,—X,.,]):SJ-5-1=3O:j5dx>
i=1 1

1 3
bim=M; =T, igy $,=S,= >, 7(x-x.)=7-3-7-10=-49= [7dx.
i=1 10

¢) Mivel a fiiggvény szigordan monoton ndve, ezért m; = 2x;_; €s M, = 2x; minden i-re. Legyenek

6-3 P . . P
az osztopontok egyenld A = —— tdvolsdgra, igy x; =3+i-—, és
n n
6 3 (n ~1n
2

Ji 3 6 " 3 6
UYL o TUIIPL O S ML
Sn E{ Tl n; -1 n on 1

i3

5,= 221 3 623

Mivel lims,= lim S, =27, ezért (kihasznilva, hogy n — ):
6

n—poo n—oa

lS+9[1—l)—>27,
n

Q'éAn(n-t-l)

non 2

=18+9[1+1j—>27.
n

jzxdx:27.
3

d} f(x) szigordan monoton csdkken, m; = —5x; és M; =—5x,_; minden i-re. Legyenek az 0szt6-

pontok egyenld A= 7-2 tdvolsdgra, fgy x; =2+ - 3 és
n i
3 25 n
5,1:2—5):,.-5:7#22”- =-50-—=
-1 n R

i
S,,:Z—Sxi_l»%zA—ZQHI—I) —=-50- 625(1—%}—) -112,5.
i= - i=]

125 n(n +1)

=-50-062 5{14— ])4—112,5,
n? n

Mivel lims, = limS,=-112,5, ezért (kihaszndlva, hogy n — o).
f—yco H—3eo

7
j—sx dr=-112,5.
2

¢) A fiiggvény monoton novs, azonban a hatdrok , forditottak™

5 —ZSx, e, —7~24 (-1 f:~24+6[1—ﬂ—>—18,

11
- 6 2 )
S,= 3x--—=—— 4—j-—=-24+6|1+—|—>-I8.
» g; " om ”E{ n ( n]

Mivel lims,= th =-18, ezért (kihaszndlva, hogy n — co):

Hn—eo

pA
Jardr=-18.
4

. Harom lépést tesziink.
1. A mdsodik tagba bevissziik a konstans szorzot.
2. Az utolsé taghdl kiemelink —1-et.
3. Felcseréljitk az utolsé tag hatdrait,
fey
3 5 7 7
j(zx —4)dx +[(2x —~ 4)dx + [(20 — 4)dx = [(2x - 4)dx =24,
3 5 1

%722 A c) részben kihaszniljuk azt, hogy ha véges sok pontban megvéltozik az integrandus, az nem
befolydsolja a Riemann-integral értékét.
4 4 -3
a) _[sgnxdx=fldx=2; bj Jsgnxdx J 1dx=-1.
2 2 —4 -4
¢} Bontsuk két részre az intcgrééiés tartomanyt ﬁgy, hogy azokon a fiiggvény méir konstans

legyen:
2

J.sgnxdx Jsgnxdx+J.sgnxdx _[ldx+'[1dx——3+2——
-3 -3 -3 0

Irt is kihaszndljuk azt, hogy ha véges sok pontban megvéaltozik az integrandus, az nem befolydsolja

a Riemann-integral értékét.

a) Bontsuk fel a [2; 4] intervallumot a [2; 3] és [3; 4] intervallumokra. Ezeken az [x] fiiggvény
mér konstans:

4 3 4
j[x]dx:jzdx+j3dx:2+3:5.
2 2 3
b) Bontsuk fel az integrécic’)s tar[oményt olyan részekre, melyeken a fiiggvény konstans:
5
j[x}dx—dex+J-1dx+j2dx+J3dx+J.4d)L 0+14243+4=10.
0,5 05 1

¢) Ezt az intervallumot is érdemes felbontani hdrom egyenld részre a periodikus fiiggvény
periddusa szerint {teljes periédusok):
3 1
3
_l-{x}dx = 3jxdx ==
2
0 0
d) Figyeljiik meg, hogy amennyiben a fliggvény értékeit és az integrécids tartomdnyt is azonos

meértékkel eltoljuk az x tengely mentén, a Riemann-integral értéke nem véltozik. Ezt felhasznélva
bontsuk fel az integracids tartomanyt négy részZre:

18
{x}dx= | {x}dx+ |{x}dx+ {x}dx+ }{x}dx =
Jiogaes frojae et | I
a5 0.5 1 2
1
—J-xda+2jxdx+jxdx—'— +%:%§g.

0.5 0




MEGOLDASOK - AZ ANALIZIS ELEME!

L
T3 373
0 3 G
b) o2+ 3)de=o ¢ 30| =0-|-S_6]=2,
3 3 3
-2 -2

2
o) [(32 + adx=[-xd + 227 =8 +8-0=0;
0

3
a')J( G- 5)‘+2dl—|: —-—+145x:' =4,5-225+43,5_ [%4%29}:%;
2

7 V)
¢) j(ﬁx2+4x—3)dx-[ +2x2 } 10( +4-32 - (——+2+3} 2+3ﬁ;

-1 -1

33,3 242 4 03 2 3
I et 2 ] 20 S0 2 L)
1

2 5 4 8 15 8 8§ 13 8 15 8
4,248 52478
- 8§ 15 15°
33 96 3 93
3/ 2 - 3 7
g) J\/x‘dx—|:5xi|l— 3 5 5
1

h)j 2dx=[—x1] 7—+1ﬂ—-

3 3
3 3 1 36
1 —dx=l-—] = — ¢ —=—
) [50r [4;&*]2 108 64 1728

2
2 x4 3x2 :
) j(x 1)3dx_7—x3+T—x =4-8+6-2-(4+8+6+2)=-20;
-2

4, 4
k) [ 84 —{—-}—}, +4x} =%+16+16~(9+9+12)=—
X =
3 3

z)j"x F \/’} - f—[m— z}:%

w2
m) J-cosx dx= [sinx]:)ﬁ2 = sin(%} —sin0 =1;
0

a2
n) I3sinx dx= —3{cosx]”;i 3[00{72[] - cosg}] = —3( - %J = %;

w4

........................... : 120

INTEGRALSZAMITAS £

@3
- s (w Yy (. (& ) 33-2-42
o) n}';(cosx L. szdx =[sinx +tgx] " =sin (gj +tg [—3—) - [sm[zj + tg(z)J =,
p) J3e"dx = 3[@‘]:12 = 3 %;
A e e

) j%d =[inx]{=lne-ml=1;

7) finx de=[xnx - 1]} =e(l- )~ 10 -1) = 1;
1

"2 .
. . 2 Y4 T . T .
5} f.x»smxdx=[—.\'<cosx+smx]0 =—Ezcos—2—+sm57(0+smo)=1;
0

i
o [ ~Ddx=[e" - 1)=x]y=-1-1.0 - = 0;
0

)jl“—xd _[h‘—x} =2-05=1,5;
4

v} Akovetkezd feladatokban eldszor meg kell hatdroznunk a primitiv fiiggvényt. Probdlkozzunk
parcidlis integrdldssal!

’

f=x =", =1 g:tgxzj x2 dx:x-tgx—J.tgxdx:x-tgx+Inicosx|+c;
cos“x cosx
w4
28 /)
dr=[x-tgx +Inlcosx]” =24+ 1m2,
b[cos2 [ lo 4 2

w) Gondoljunk az osszetett fiiggvény derivaldsdra. (x2) = 2x &s j—\/: dX=21/X +¢

X
———dx=VI+x? + g
P i
jJ_dx T2 ], = 10702 - 70001 ~ 1.
100

x} Parcidlis tortekre bontdssal a kozos nevezd utdn a szdmldloban: Ax + 44 + Bx— B =0x + 3.

Innen A“§ B—~%

5

3 3

J ngj[l - ]dx=§[1n|x~l|~hl1x+4!];=
- 1)(A+4) 5x—1 x+4 5

7(ln2—1n7+ln6)_7 ln%
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sin?x + cos?x
dr=tgx—cigx+c;

1 1
) (“-—* x= - x= +
-[ cosx - sin x J.(cosyc- sinx)? J.(:oszx sin?x

3 1 2 " 1 2
— = - =y3-—=-(1-D=——7.
7[/4(00515- Sinx} o [tgx o X]IM s V3 ¢ ) NG

Tgen, létezik az integrdl, értéke 0. Magyardzata, hogy bar Dirichlet-szert a fiiggvény, a |0; 1]-on
mindkét 4g O értéket vesz fel, tehat itt g(x) =m; = M; = 0.

3 2!
232, 0] 28,5 (160, ) g,
3 720, 32703 15

-1
E o) j(2,5x2 +bx)ydx =
4

2
b) [Gx2—2bx +Ddx =[x —bx2 + 25 =8 db+4—(1-b+2)=9-3b=6; b=1;
1
1

nl4
2
c) j(bcosx+251nx)dx=[bsinx—2cosx]g/4=§b~ﬁ—({)—2)=3\/§; b=8-2/2.
0
< Pl
a) [22dx=|"| =5 -~ =114, Megoldds: c=7.
3;, 3 3

1

c 47¢ 4
b) [x3dx=|""| =% =324; [ci=6. Megolddsok: ¢; =6, ¢, =—6.
il7 7 i 2

0 0

2¢ 51% 5 5 5
o [axtde=|*0] 182012 7036, Megoldis: ¢ =2.
| 5.7 5 5T

¢

F .
d) jfzsinx dx:2[cosx];/2:2cosc=1; cosc=5, innen c:i§+2kﬂ.

72 -
. 5
A megolddsok a kivant [-2x; 27] intervallumon: ¢ = —5?”, cy = —%, c3= % L L4 = ?ﬁ

b 2 boara
@) j(3x+2)dx:|:3i+2x:| =£+2b—(§+2]=4; 352 44b—15=0.
) 2 2 2

Megolddsok: b = %, by =-3.
6 4 76 4 2
b) f(x3-;—x)dx= iC—+£~:J =324+18- ZL+b—]=336; 0=p*+2b2-24.
3 4 2], 4 2
Megoldédsok: by =2, by=-2.

b
) j(2x+b)dx:[x2+bx]f=b2+b2—(1+b):14; 22— h-15=0.
1

Megolddsok: by =3, by =-2.5.

INTEGRALSZAMITA

b
d} J.(\Ecosxf sinx)dx: [\/gsinx+c05x]g:x/gsinb+cosb—1:0.
5 .

Leosztva mindkét oldalt 2-vel, és addicids tételt alkalmazva jutunk sin (b + %} = % alakra.

. 2
Ennek megolddsai: by = 2kn és b, = ?ﬁ + 2k, ahol k egész szdm.

]
a) J.(4x+ 3)dx:[2x2+3x]: =0-(2a%+3a)<1; 0<2a® +3a+1.

Megoldésok: a < -1, vagy —0,5.< a.

b) _T(3x2 ~Ddx =[x~ x| =a~a=ala® - D=ala-1)Ma+1) 20,
K/Iegoldésok: -15ax0, illetve 1 <a.

¢) 2ja(_4x3 +1ydx =[x+ x]f‘; =-16a% + 2a - (—a* - a) = ~15a¢* + 3a = 3a(l - 5a%} =
;a’a‘a(l - 33a)(1+ ¥5a+Y52a) > 0.
Az utolsé tényezd mindig pozitiv (D < 0), igy az elGjelet csak a(l - Q/ga) befolydsolja.
Megoldasok: O <a< %

/2
. . /2 . N
) J(cosx—smx)dx=[smx+cosx]a =1-sing—cosa<l, O<sina+cosa.

a
7-ve1 végigszorozva, majd alkalmazva az addicids tételt, a sin |a + 7 >0 egyenlStienséget

kell megoldanmunk. Megoldasai: _% +2kn<a< %’ +2kn (keZ).

X
F(x):jsint dr= [—cosz‘];,3 =—cosx+%, fgy mivel -1 Scosx <1, Rp=[-0,5;1,5].

/3

A hatarozoti integrél alkaimazasai — megoldasok

7 Figyeljlik meg, a kérdéses fiiggvények az adott intervallum belsejében valtanak-e elGjelet, ifletve
hol pozitivak (hatdrozott integrdl) és hol negativak (hatdrozott integrdl minusz egyszerese).

1 x3 4

a) Nem vilt, T:j(x2—4x+3)dx === 2224 3x| = —.
o 3 0 3

4

47 2 3
b) Nem vilt, de negatv: j[% —x— s]dx {% ¥ Sx} =285, T=285.
1 1

403 s o
¢) Nem vidlt: T=j(x2Ax)dx=I:2x2 _f_} =4,9.
1 5 2]




L
dx=]iA— + } =—.
4 4 15

w2
2
e) Nem vélt: T =3 fcosx dx= S{Sinx]ﬂfm =3 +2\/§.
—1/3
2n/3
. 1 1 2
f) Nemvélt: T = 3 jsmx dx = z[~cosx] fff = +4\/_.
w4
i 3 1
g) Nem vilt, negatfv: J.(x2 ~Hdx= [f- - x} = —i; T=—
e 3 4 3 3

#) ElGjelet vilt az x = 3 pontban (elStte negatfv, utana pozitiv).

3 3 3 5 3 3

X X
j(x2-2x-3)dx{——x2—3xJ =-9 & J.(xz—2x—3)dx={——x2—3x:| ==
: 3 o : 3

32 59
igy T'=9+—=—.
gy 33
i) ElGjelet vélt az x = 2 pontban (eldtte pozitiv, utina negativ).
2 3 4 3
—4 & 36y _* 31 dx2| =
=4 & [ 617+ 8x)dx = {T" 23+ dx } =-1,75,
2

2 P
{o-6x2+ 8n)dx= T 234 dx2
2

0
fgy T=4+1,75=575.

j) ElGjelet véltaz x =0 és x = 1 pontokban (negativ — pozitiv —negativ).

0

0 43 0
J.(~x3~x2+2x)dx: LR e :,§,
A 2 37 T3

] s s .
j(fx3—x2+ 2x)d;c=[—"T - %HZ} =2
.

x* %3

2
Jert-sodn=|-2 -yl = 20
1 4 1

I I
R A TR T I
k) ElGjelet valt az x = m pontban (elStte pozitiv, utina negativ).
T 2
1 .
J.sinx dx=-[cosx]] .= 3 és jsmx dx = —[cosx]i’z =-2, igy T=25.
213 T

{) Erdemes megfigyelni, hogy a kérdéses intervallumon hrom darab teljes félhullamot ir le a fiigg-
vény. Ebbdl kiindulva elegend6 a kdvetkezét kiszdmolni:
w2
3 [1,5c08xdx=4,5[sinx]™" =4,5.2=9.
—-f2

INTEGRALSZAMITAS

GEElY Az integréciés tartomdny meghatdrozasdhoz tudnunk kell, hogy a fliggvénybdl milyen rész esik

az els6 siknegyedbe. Vizsgdljuk meg a zérushelyeket és a koztiik levd eldjelviszonyokat.

. 2 x3 2 4
ajx=0 € x=2, I=[0;2}; sz(—xz-f— 2x)dx=]i——+x2} =—
s 3 o 3

4 5 4
b)x;=0 é x,=4, I= [o; 4]; T:j(—x2+4x)dx=[f%+2x2} :33—2;
4] 0

4 5 5 4
chx=1 é xp=4, I=[1:4]; T:j(—x2+5x—4)dx=[m%+%~4x] =45
1 ]

- 2 2 TRt 3
dyx=2 és x,=5, I=[2;5]; T:-2j(x2_7x+10)dx:_2{-3--—2-+10x} =9
2 2

3 3 3
e)x=-1 és x,=3, I=[0:3]: T=j(fx2+2x+3)dx=|}£3—+x2+3x:f:9;
0 a

1 31
flx=1, 1=[0; 1]; T:ij/l—xdx:—i[(l—x){! :i;
o 3 o3

2) %, =0, x,=4 é x,=6, I=[4;6];

6 4 3 6
7= (24105 - 2a0dr=| -4 10 _pop] 2 2,
A 473 ., 3

ox=-2, =0 é& x=2, I=[0;2];

2 2
T:J.(flx—xa)dx:[szf}t—] =4;
0 4y

Dx=1, x,=2 é x3=3, I=[0;1]u[2:3];

1 3
T:J.(—x3+6x2—11x+6)dx+j(—x3+6x2711x+6)dx:
4 2

i 3
4 2 4 2
oo M el e I —00540,2522,5:
4 2 0 4 2 3
. T . T F:d
Dx=——=, 1=0 & x3=—, I:[O;—].
2 2 2 }:Wsinx
w2 2] _x2 ENE T8 %
T= J [ﬁsinx—x]dx= Zeosx - =—47[ L - ’
o 2 2 24 8
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I Elsd 1épésként meg kell hatdroznunk, a filggvények hol metszik egymadst (hiszen zdrt teriiletrél van
5260). Azutdn donisik e, az adott intervallumon melyik fiiggvény a nagyobb (az van ,.felil”).

) ¥=-x+2, =2, x=1. I=[-2;1]-on g>f

1 2 a7t
N VR N ISR W o8 B L)
T_L(_k+2 x)dx—[ 2+2)c 3}72 7

b) x2-2x=05x%~x, x,=0, x,=2. I=[0:2]-on g>f.
1 2

2 5 .2
T=[(-0,5:2 + dx =|-— + = =2
! 6 2], 3

c) "x2+5:x2—2x+ I, xlz—l, x2:2_ I= ["];2]-011 f>g.
2 ; 5
X
T= [(-262+2x + 4)dx {_ZA?HH%} =9
-1 71
d) Mindkét fiiggvény pératlan, ezéit elegend® csak az origé egyik oldaldn kiszdmitani a teriiletet.

Bodr=-x xm=—/3 x=0, =43 I1=[0:2]-on g>f

3 %2 x4‘5
— -3 - | =
T—Zb[(Sx—)a)dx—Zi}i - 4}0 =4,5.

) B-x=x2-1, %=1, x,=1. I=[-1;1]-on f>g.
43

i o2 2 | g
7= (x3—x2-x+1)dx:[—f—f—+x} =-.
:’; 4 3 2 a

) -5xt 4 6x=x"-2x, =0, =2, x;=4 [1:[0;2]~0n f>g IZ=[2;4]—0n g>f.
i 2

2 s 2 4 4 4
X x
J‘(x3f6x2+8x)dx=[—-42x3+4x2} =4 és J(~x3+6x2—8x)dx=[—V+2x3—4x} =4.
0 4 0 2 4 2
T=8.
) sinx = cosx, == x el I—[E's—”:l—on f>
B/ SREZCRE AE L RIS Ty &
Smid oa
T= J-(sinx ~cosx)dx =[~cosx —sinx] 7, =242
/4

k) g:7)c2-}2x+1, xi==1, xp=1, x3=2. I=[1;2]-on g>Ff.
x

2

2 2 2 B, 5
T:wa +2x+1-Z|dx=|-Z—+xT+x—2Inlxl| == ~2In2.
1 X 3 ; 3

INTEGRALSZAMITAS

£) Ismét pdratlan fiiggvényekkel van dolgunk.

) 3 - 3z
28inx S ——-x, x=——, x3=0, xy3=".
3rn 4 4

3
I=10;—1- >g.
[ 4}‘)“ >3

3r/4 3mid
=2 (ZSinx—ﬂ_z—-x)dx=2[—2<:osx‘&xz} _4s0y3 M2
b 3 ‘ 3z 0 4

B-2?

Az eltolt gorbe egyenlete y= +4 (ez [0; 4] intervallumon feletie van az eredetinek.)

fgy a kérdéses teriilet:
4 32 4
T=[(-x+S)dx=|-T+5x] =12.
0 2 0

Jelslje a gorbéket:
x? 1 8
y=—, y=-x+4, y=-—x+-—.
foy="7 gy=-x y=3r+s
Ha pérosdval tekintjiik metszéspontjaikat, akkor
frg={A{-4 8% B(2; D)};
gnh={CL 3}

2y 5[5, 22
fo h—{D(—Z, 2); E(g’ 9]}

EEREE R NG f

Szémunkra B, C és D fontos, 6k a stkidom ,sarkai”. Iy = [=2; 1] és I, = [1; 2]. Mindkét inter-
vallumon a linedris fiiggvények nagyobbak a parabolafiiggvénynél,

20 9 3 .2 2 1 2 3.0 1
| A P HC A . | S . P NS Y S
2 6 2 3 23 3 6 6 3,

1 1 -2
22
fgy I'=~.
18y 3

. 2
Ismert, hogy az f(x) sima fiiggvény fvhossza az [a; b] felen f\ll +[f/ @) dx. Mivel az f(x) = 5>
sima a [0; 3]-on, derivditja f/(x) = %\/E, ezért ivhosszéra

3 3

9 32 3
3 3 (1+fx) 3r

4 2 31 —
j/1+9xdx:ij2 Nedear=3 %/ :i[ung S3BLZ8 g 006322
A 974V "4 9 27|04 27

[¢]
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8
3 3| _384x
x| ==
5

0

1 At
X 4z
B) Vs, = E:E(I — xz)dx = l{x - -3-11= ?;
"2 2

=3 om
0 4

sin2x

/2
c) V=JrJ‘(coszx72cosx+l)dx=7ZB+ —ZSinx-}-x:[
0
K
d) V= ﬂjvdx 47{ ] =67
US 05

B} a) Vegylik észre, hogy az 1 magassdgl, r=2 és R =3 sugart csonkakiip paldstjdnak felszinét
hatdrozzuk meg.

3 513
P=2nfx\/1+12dx=27{\[§ ﬂ =VIr[x2] =02 m - 43w =53 - m = 2201
2 2

b) Akeresett felszin:

4 4 4
2nj2¢§- /1+ldxm47rj.\/x+1dx:47r-%.|‘%«/x+ldx:
X
1 1 1

4
3
-5 [ o) -2 55 2

c) Afiiggvény szimmetrikus az origora, ezért felbontjuk pozitiv és negativ részre. Csak az integra-
cids tartomdny valtozik a két esetben:

2
3
27:[ M1+t dx =20 = le\/1+9x 36x3dx- {(1+91 e } = 203,04,

1
3
27:]' A1+ 917 dx—— [(1+9x 2 J ~3,56.

Az eredmeny a ketts 6sszege: 206,6.

Az x-szel valé szorzds nem befolydsolia sinx zérushelyeit, {gy mindig az I = [2kz; 2k + 1)z]
intervallum felett kell integrdlnunk az x - sinx fiiggvényt. Ldssuk a k-adik dombocska tertiletét:
(2k+D)w

T,= [x-sinxde=[-x-cosx+sinx[55™" = @k + D + 2km = 2(4k +1)> 1000,
2kn
> 0007 2933,
4n

Tehdt a nyolcvanadik dombocska mar 1000-nél nagyobb teriiletet fog bezarni az x tengellyel.
Megjegyzés: A feladat sordn természetesen & pozitlv egész szdmot jelentett.

INTEGRALSZAMITAS

g Eloszor is dllapitsuk meg, hogy sinx tulajdonsdgai miatt a fiiggvény 7 szerint periodikus, ezért
elegendd az elsd, ]O; 7r[ intervallumon kiszamitott gorbehosszt szorozni 3-mal,

Az integréci0s tartomdny megéllapitdsdhoz oldjuk meg az f(x} = 0 egyenletet:
[sinx|=¢?
2) = 0,14 (két tizedesre kere-

Inlsinx|+2=0, In|sinx|=-2=Ine2
Mivel csak a J0; 7 tartoményban kerestink megolddst, x; = arcsin (e*
kitve). A girbe szimmetrikus x = %—re, tehdt ha taldlunk egy xy zérushelyet, akkor 7—xg=3,01 is az.
Tehdt az integriciGs tartoményra adédik: [0,14; 3,01].

2
Lassuk az fvhosszt megad6 integralt! f'(x) = cigx (az intervallumon folytonos), [ f (x)] cos %
sinx’
cos x ! [SinZx + cos2x o
J‘ dx= f mz_dx: J‘ - dux.
o sm X ol sin 071450 %

Helyettesitéssel hatdrozzuk meg az J.—l— dx hatdrozatlan integrdlt: x = 2y, % dx=dy:
sinx

in2 2
~dx 5 Al d;:%“sm ¥+ cos<y __jsm) dy jcosy dy=
sinx 2 sin 2y 2siny-cosy cosy siny
_fcos) J‘_Slny dy =Inlsiny| - Infcos y| + c.
siny cosy

Visszahelyettesitve y helyére megkapjuk egy boltiv hosszdt:

3,01
[In x } ~5,3773.

- In|cos=
014
Az eredmény ennek hdromszorosa, két tizedesjegyre kerekitve: 16,13.

. X
sin—
2

} Szdmitsuk ki a teljes intervallum feletti teriiletet:
3

3
G2+ 10 dr =[x + 1] = 60.
0

Kérdés, hogy meddig kell az integricids tartomanyt tekinteni, hogy a tertilet 30-nak adédjon.

[
[@x2+1Ddx =32+ 11x]] = ¢3 + 11e =30,
0

Meg kell oldanunk a harmadfoka egyenletet:

A+ 11e~30=0.
Elméletileg nem tudjuk megoldani, de ha megprébdlunk ¢ melié 30-b6l csoportosftani valami
kébszédmot, akkor a 8-ra elSreléplink:

-8+ 1lc-22=0.

Mivel az elsé kettd és az utols6 kettd taghdl is kiemelhet§ (¢ — 2), ezért ¢ = 2. Megmutathat6, hogy
az egyenletnek més valds megolddsa nincs. A keresett egyenes egyenlete: x =2,

Megjegyzés: A harmadfoki egyenlet megolddsdt prébdlkozdssal is megtaldlhatjuk.




A feladat nehézsége abbdl adddik, hogy az y tengely koriili forgatdsra nem ismerink formulat.
Ha viszont invertdljuk a fiiggvény [O 2 j-ra val6 leszfikitését, akkor azt mar nyugodtan megforgat-
hatjuk az x tengely koriil: a forgéstest egybevdgo lesz az eredetileg kérdezettel, igy térfogatuk is
megegyezik. Jelolje g az inverz fiiggvényt.

fo=x De=[0;2], Rp=[0;8];

s=¥x, D=[0:8], & =[0:2];

.8 5 8
V= Ef(%)zdx = n{%xﬂ =19,27.

0 0

(H3% Apohir 4l6 helyzetben koveti a megadott f(x) = x? fiiggvényt, ekkor tehdt az y tengely korlil kell
megforgatni. Nekiink viszont az x tengely kordili forgatdsra van formuldnk, elszor tehdt invertdljuk
a fiiggvényt! Az ismert médon elvégezve a miveletet, g(x) = J/x-et kapjuk a J = [0; 4] felett
(az eredeti [—2; 2] intervallumot le kell szdikiteni [0; 2]-re).

4
4 4 4 3
ot 13— N { 5} N
zgzj\/i 1+Z£dx—Q.i'cJ.E\/4x+ld)u—girj.ax/4x+1-4d;\—g- (1+4x)2 |;~36,18.
A pohir feliilete igy 36,18¢? = 36,18 - (3 cm)? = 325,62 cm®,

Fizikai alkaimazasok — megoldasok
I Ajarmt sebességét a két meghajtas dltal biztositott sebességek dsszege adja: v(x) =3 + sinx ( )
a) t=60s, I=[0;60].

[G+sinxydx=[3x - cosx]y’ =182m.
0

Ajarmff egy perc alatt kortilbeltil 182 métert fog megtenni.
&) Nem tudjuk, hogy mennyi ideig kell haladnunk, 7 = [0; z].
t
J.(3 +sinx)dx =[3x - COSx]g =3¢ — cost + cos0 = 51000.
Pontos megoldést ebben az esetben sem tudunk mondani a rendelkezésre 4116 eszkizeinkkel.
Azonban azt megfigyelhetjiik, hogy —1 Scosr< 1 elhanyagolhatd az 51 000-hez képest, ezért

gyakorlatilag

+
3r=50999+ 1, ahonnan f= 3099+1

=16999,667 £ 0,333.

Ez koriilbeliil 283,33 percet jelent, ami nagysdgrendileg 4,72 ora.

i} A feladat sordn oda kell fi gyeinunk arra, hogy a fiiggvény dltal leirt gyorsulds mértékegysége ( )

mig a kezdd- és végsebesség —-ban van megadva.

a) I1=[0.9] & J. \/_dx—[ g:r 13,5(?).
0

A jérmd sebessége 9 masodperc gyorsitds utdn v(9) = 50 + 48,6 = 98,6 Mﬁﬁi

INTEGRALSZAMITAS

b} Hogy elérje a kiviant sebességet, még 125 — 98,6 =26,4 e 7. 333 — sebessegnovekedest kell

produkalni az autéba épitett technikénak, /= [9 f.

T
jﬂ dx =%[Inx]; :%am —1In9)=7,333.

5 4x
Tnnen Inz= 2,56 és 1= e ~ 13 mdsodperc sziikséges még a jarmiinek a bedllfiott sebesség
eléréséhez.
J— ) . - - PP P I MMy
iiE Az My és M, tomegl testek kozott hatd erd a tomegvonzds térvénye alapjdn F=G - ,
X

ahol G a graviticios 4lland6, x pedig a testek kdzotti tivolsdg. Az emeléshez sziikséges munka:

6,72-10¢ 6,72:10%
M, M, 1
188 " M psld —
W= [ IS TG = G Mg Mg {——J =
6;37-10% 6,37-10¢

3 2
=6,67-10"1 % .4.105kg 5,974 - 10% kg (-mmlngfw—ml-m—é]}- ~1,3.10m K8
s2-kg 6,72-10° 6,37-10/ m s?

azaz 1,3 millié M.

Megjegyzés: Osszehasonlitisként: egy atlagos lakéhéz fitéséhez négyzetméterenként évi 1501,
egy passzivhazéhoz pedig 15 J munkat kell végeznitink. Ennyi munkabefektetéssel 86,6 milli6 évig (1)
lehetne fifteni egy 100 m?-es lakdst, illetve 866,6 millid évig egy ugyanekkora alapteriilet
passzivhizat!

improprius integralok — megoldasok

i f o 177
j dx= hm _'.7 dx = lim J.x‘-dx= Him {——} =§;

X b%w} b—yee| X g
oo b b b
1 1 1
_[—5 _[ dx= ]im——J-—4x’5dx= lim——[%] =L;
5 b—seo 45 boe 4|x 3 324

a—-o 3| x

-2 1 -2 1 1—2 171 -2 1
| - =K ‘ - =i — 44y = 15 — = —_—
C‘)_ 7 dx ahI{l ! 7 dx —allll_’l 3 { 3x *dx = lim { 3} . = s

2

2 2 1
1 1 1 -5 2
d) |—=dx=1lim |—=dx=1lim 2| =x 2dx=lim 2]v/x | =2v2 (a>0);
)E)[\/; * ali)r%)!\/} * agﬂ) '£2x x al—r>r(l) [xll \/_((1 )

e 4'fz Lo 4[ QTG 32
e) _!%/_dx—hmj‘mdx—iin {Zx 4dx:{}1£:)§x4a=~3—(a>0);
382 I
f)}.\/_d,\—hmf—dxmhm 273): 3dx_bl;rr})2[x3:J_27=—7(b<0);
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i
g) J de— llm Je dx_ hm i:e] =e;

—eo

h) jZ"d) = hm jZ“dx-— lim 2 E;
U—y—eo 11'12 In2

—eo

ne
2 2
1k ] b
5 dx= lim — dx= lim —[arctgx] =1;
b Y 14 %2 b3 I a
a——oo a—y—oo

b
dx = lim

) j 1 1
*lel—xz bﬁl \/1—1
a3
¢) Eldszor végezziink he]yettesftéses integralést. Legyen = x?, df = 2x dx:

1 1
dt =—arctgr +c.
J.I-H, -{1+ 2 77

fey a keresett improprius integfél'

dx= hm [arcsmx]b—arcsml aresin(—1) = .

a4)1

_[]+ = dx= hm A[arctgxz:lo

Tekintsiik a filggvényt egységhosszi szakaszok felett, ekkor a kérdezett integril a szakaszok
feletti integrlok végtelen Osszege (az integrdlra kimondott 6.8-as tétel alapjan mindegyik inter-
vallum zédrinak tekinthetd, csak egyes végpontokban kell médositanunk a fiiggvényt). Tehat

j[x}ﬂdx -3 j{x}ﬂdx

n=1ip_1

Az {x} fiiggvény minden [n— 1; n] intervallumon megegyezik a [0; 1] felett értelmezett x fiigg-
vénnyel (miutdn kiegészitettiik anyitott végpontban), ezért az utébbi 6sszeg a kovetkezd formdba

frhaté: w N oo 1
E J.{x}mdx = 2 J.x”“ldx.
n=1y5_1 n=l@g

A kitev6 minden intervallumon egész szdm. Az integrdl eredménye:

1 At
Jx"”]d);= Ead
nl, n

0
Ezeket figyelembe véve:

f{x}["]d;\ = 2 2

n=17t

Korabban lattuk, hogy az dsszeg nem véges, tehat a kérdezett improprius integral nem [étezik.

INTEGRALSZAMITAS

Vegyes feladatok — megolddsok

3 4
a)%—x3+12-%/;+5x+c; b) sin2x + 2cos3x + ¢;
sinx - sin2x + 2cosx - Cos2x cosix
¢) — +e=-2.——+c.
3 3
o 48.
) a) 3125; b} 3,299; e) V2 -3
3 3 3 4 3 4
Jo2-9)dx =2 o :—m2-8-,j(x2m9)dx: AP R ..
) S R AR 3 3T

sinx +1=cosx, x =2k, x2=—§+2kn, 1=F{;2n} & f>g.

2z
2 7

j(cos,x (sinx + D)}dx =[sinx + cosx — ,\]37#2 2- >
3712
a) n> 16000, b) n>24000.

0 0 71

b) [erdx=1; o [« Sde=-2.,
0 z

49¢" + 105¢2 - 100 = 0; ¢, = i\/g,
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VALOSZINUSEG-SZAMITAS

A valdsziniség-szamitas j megkizelitése:
valasziniiségi valtozé — megoldasok

%357 a) Afogadast akkor tekintjiik igazsdgosnak, ha 10 = Ql, azaz x = 90 eurd.
X >
b) Ha 117 eurdt nyert az igazsdgos fogaddson, akkor 1—);—7‘ = g’;,

azaz x = 13 eur$ volt a tét.

]L, innen 1 -p =3p, vagyis p = 0,25 valészinfiséggel kivetkezik be a fogadott esemény.

a} Tekintsiik elemi eseménynek a dobds lehetséges eredményét: H = {1;2; 3; 4; 5; 6}.

b) Tekintsiik elemi eseménynek azt, hogy hanyadiknak dobunk hatest: H= {1;2;3; ...}.

c) Dobjuk a kockat egy tdrsasjaték dobozinak nyitott téglatest alakd tetejében. Legyen elemi
esemény a megdllé kocka egyes oldalaktdl valé tdvolsdgainak szorzafta.

a) Diszkrét. A=H., H={1;IL; TIL; IV.}.

b) Diszkrét. A=(2;3), H={(0; 0); ...; (8, 8)}.

¢} Folytonos. A = (0,2; % H=[0;1]%

G

%072 Legyen & (fej} — 1, {irds} = 2. e
Eloszlisa: P(£E=1)=0,6 és P((=2)=04.

Ty

¢hizy A Répezhet§ szamok alkotjdk az eseményteret: P
] H={11;12;...;16; 21; 22; ..., 26; ...; 66}. !
gy

{15,522 =1, {23;..;41} =2, {42;..,66} >3,

8 11 17
Pl=)=—, Pél=2)=—, P(E=3)=""_.
(=1 % (£=2) 36 (£=3) % .

Jeldlje &, hogy hdnyadikra dobtunk elGszor frist, £={1;2;3;...}. Mivel szabdlyos érmével
dobtunk, ezért P(fej) = P(irds) = 0,5. A vdltozé diszkrét, bar végtelen.

a} Akkor kapunk eloszldst, ha ¥ P(E=m)=1:

n=1

iP(ézn)=io,s"zo,s-io,s":o,s Loy
n=i n=1 n=0 1-0,5

1 1 1
b) P(E= 1)—5, P(5—2)—Z, P(§—3)—§,~-

1y
c) Akeresett valds-valgs fiiggvény: f(x)= '—J , természetesen

leszifkitve Dy =Z*ra. 2

A & val6szintségi véltozé rendelje az egyes eseményekhez az azokért kaphatd pontot:
(2,35} -3, {461—2 (l}>-5

Fkdor 1 1 1 4
ME)=—3+=2+—=-(=5)=—.
() 2 3 G (=5) 3
7202 A & valGszinGiségi vdltozd rendelje az egyes eseményekhez az azokért kaphatd dsszeget:

{fej} >3 & {fras} —>-1, fgy PE=3=03 é PE=-D=07
a) M(£)=03-3-0,7=0,2.
b) A virhaté nyeremény sajnos kevesebb a jaték drdndl, ezért a jaték ,bevétele” valdjdban
0,2-0,5=-0,3, azaz 0,3 eurd kiadds.
A szamtani sorozat definiciéjibél adédéan:
360°=30°+30°+d+ ... +30°+4d=5-30°+ 104, innem d=21I°
& rendelje az egyes eseményekhez a kiporgetett értéket, ekkor

30 51 72
P(E=1000) ==, P(E=500)=—, PE=100)=——,
(& ) 360 (4 ) 360 (& ) 360
93 114
PFE=10)==—=, Pél=-750)=—"—.
) (£=10) 360 « ) 360
lgy
M(§)=£-1000+£-500+7—2~IOO+£<IO+E-(—7SO)=—60,75.
360 360 360 360 360

Fordulénként dtlagosan 60,75 pontot veszitiink.

(REE A totdjatékban vegye fel & a taldlatok szamdt értékként, x; legyen az i taldlat esetén kifizetésre
keriil§ dsszeg. Pl a szoveg szerint x4 = 13 millié (i < 10 esetén x; = 0).

1 2
P =14)= F = 0,000000209, P(E=13)= 7~ 0,000000418,

13) 5. 13} 52.
1)23 (2j23

P(§:12):L374—-z0,000016307, PE=11)= 30 ={0,000195694,

13} 53,
(3)2 3

PE=10)= =5 = 0,001435091.

{gy a vérhat6an kifizetésre kerlils dsszeg:

14
M) = E X, - P(&=n) =14,68.
n=10




B Az el6z8 példa megolddsdhoz hasonléan:

TN 11 D,

M(&)=-—<-1000+ : +
© 50 50 50
4 4 4
Tehét ha egy szelvény dra 2 eurd, és egy szelvényen vdrhatéan 1,752 eurdt ,keresiink”, akkor
szamunkra veszieséges a jaték, bar veszteséglink csekély (0,248 eurd).

Az els6 feltétel szerint:

X1=2, x,=2q, x3=24>%
A miasodik feltétel szerint:
M(E)=2=2-P(E=1)+2g-P(E=2) + 2¢% PE=3).

Foglaljuk tdbldzatba a lehetséges elemi esemé-
nyeket. A tdblazathél leolvashats, hogy

PE=D=3. PE=2=1.

20
PE=3)=5

A kdvetkez§ mésodfokl’l egyenletet kapjuk:
12 20
2=2- £+2q % 2q2~%,
Egyszer( dtalakitdsok utdn az 5¢° +3g-8=0
egyenlethez jutunk, melynek megolddsai: ¢; = 1
és g, =—1,6. Tehdt akét valészinfiségi valtozds: : :
£1A; 52, 4,252, A3 52 é & A o2, Ay —>-32, Ay > 5,12,

Afeladatban a Pascal-hdromszég azon tulajdonsdga fontos egyediil, hogy az egymads uténi sorok-
nak mindig eggyel tbb eleme van.
a) Mivel a mdsodik sorban kettd elem van:

Ha rosszul vilasztottunk, akkor a kdvetkez$ sorban mér hdrom elem van, 4am mivel elsére
rosszul vélasztottunk:

11
P{=2)==-=
(£=2)= 33
Harmadikra akkor taldljuk el, ha elsére &s masodikra is rosszul déntdttiink
121 1
Pl=3)=— == =—
=3 2 34 3.4
Altalgban: 133 bl 1 )
PE=B=0 S e T
2 3 4 k k+1 kk+1)

Ez akkor alkot eloszlist, ha

z =1
=k)= =
,;P(é ! Zk(k+1)

k=1

S, = + + +.o.F .
S kk+1) 1-2 -3 3.4 nn+1)

masrészt 1 kal-k 1 3

Wk+1) kk+1) £ k+l

Tehdt a fenti dsszeg

1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1
—_— R stttk bt S =1- .
1-2 2.3 3. nn+1) 1 2 2 3 3 4 n n+l n+1
fey 1 - |
S = , amihan—e, akkor S, —=l=) ——r=
" n+l ' kz::lk(k+1)

b} A véarhat érték definicidja alapjdn:

)

M(&)zixk-P(§=k)=2

k=1 k=1

- 1
k(k +1) kg‘ k+
Utdbbi végtelen sornak azonban nincs véges Osszege, ezt a 2.14-es tétel utdn lattuk.

2 Legyen P(£=35)=P(£=06)=x Mivel eloszldsrd] van sz6, 2-0,1 +2-0,15 + 2x =1, ahonnan
x=10,25. A virhat6 érték:
6
M) = 2k~P(<§=k)=0,1-(1+2)+0,15-(3+4)+0,25-(5+6):4,1.
. k=1
A szordshoz szitkséges:

[
ME)= Y k2 PE=k=0,1-(7+2%) +0,15- (32 +4%) + 0,25 (5 + 62) =19,5.

k=1
A szérasnégyzet:
D&y = M{£2) - MYE)=19,5 — 4,17 = 2,69,
A sz0rds:
D(&)y = 1,64
257 lelblje £ a porgetés eredményét. Ekkor

P(E=5)=03; P(E=10)=PE=-7)=02; P(E=15)=PE=0)=P(£=-20)=0,]
A vérhatd érték és a szords:
M(E)=01-(15+0-20)+0,2-(10-7)+0,3-5=1,6;
M(E%) =0,1- (152 + 202+ 0,2- (102 + 72) + 0,3-52 = 99,8;
DYE) =M(£2) - M2(E)=99,8 - 1.6 =97.24 = D(&)=~9,361.

A szoveg szerint binomiakis eloszldssal van dolgunk. Hatdrozzuk meg hét a paraméterét! Ha minden
25. 4ru hibds, akkor 100-b6l 4 termék az, vagyis a hibds dru valészindisége p = 0,04, Miutdn 40 ter-
méket vélasztanak ki vizsgdlatra, ezért n = 40. A levezetett képlet szerint
M&=np=16

D& =n-p-(1 -p)=1,536.

Tehdt a hibds darabok szémdénak szordsa:

D(&) = 1,239.

&s
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Megjegyzés: A binomidlis eloszlds (a tobbi eloszldshoz hasonldan) lehetGséget ad egyfajta minéség-
ellendrzésre is. Szamitsuk ki a mintdban taldlt hibds elemek egyes darabszdmainak valdszindiségeit
a feladatban adott paraméterekkel (minden 25. hibds) négy tizedesjegyre kerekitve és foglaljuk

tdbldzatbal
03"”'1‘_' 2 3_ '._4" "5 e 7_'
01954 . 03256 02646 0‘1396 00538 : {)0161 00039 00008 00001 00000

Mit mondhatunk, ha a 40 darabos nuntaban pl 7 vagy tébb hlbas darabot ta]alun.k‘? Mondhatjuk
hogy micsoda pech, bejott ez a ritka eset. De mondhatjuk azt is, hogy ennek il kicsi a val6-
szinfisége. Valészin(ibb, hogy nem is minden 25. hibds, ahogy feltételeztiik, hanem tobb! Azaz nem
érdemes az drut dtvenniink, jobban jarunk, ha visszakiildjiik.

A feladatban binomidlis eloszldssal kell dolgoznunk. A szdveg alapjdn n = 250 és 1500p = 120,
amibél p = 0.08. {gy M(£) = 20 és a sz6rés:

D& =yn-p-(1-p)=4,29.
Az esemény Bernoulli-kisérlet, ami binomidlis eloszldsra vezet. Az esemény A =
p=P{A)=001. J6vire n=223 alkalommal teszteljiik Faradtat.
Ekkor

{Féaradt gydz},

M(E)=223-0,01 =223

D(&y=223-0,01-0,99 =1,486.

és

% Rendelje £ a kivett csokis péksiitemények szdméahoz az okozott boldogsdg mértékét. Visszatevés

nélkiili mintavétellel (hipergeometriai eloszlds) van dolgunk.

9e . 88 . 08
5 (5 (5
a) A vérhaté ériék:
M(Ej) =8P(E=8)+6P(£=6)+5P(E=5)+2P(E=2)=

_8:4+6°+5.4-15+2-20 588
120 T120

id)
5)

PE=5)=

PE=8)= Pg=6)= PE=2)=

=4.,9.

b) A szérashoz sziikséges:
M(E) = 8-4+6'+5-4-15422.20 3132
120 120

——=26,1.

A szdrasnégyzet:

) D&y = M(£2) - M2(&) = 26,1 4,97 =2,09,

Igy a sz0rds:

D(&) = 1,45.
Azt mdr tudjuk, hogy egy p paramétert, geometriai eloszldsd & véltozd esetén M(&) = l A szdris-
négyzethez szitkséges M(£?) meghatirozdsa is (g =1 - p): P
M(&Z): 2k2~p-qk*‘:pv2k2<qk‘1:p(12+22-q+324q2+42Aq3+52-q4+.u)A
k=1 k=1

Jétsszunk a szdmokkal! A zdréjelben 4116 kifejezés felbonthatd két végtelen sor szorzatéra:

P42 ge 3@ 8253 +520. 40+ ... =
=(l+q+P+3 +g*+ ..
A masodik zardjelben 4ll6 tényez6 tovabb alakithatd:
1+3¢+342+ 743+ 99+ ... =
=21 +2¢+3q%+4¢° + 5¢%+ ..)
Visszahelyettesitve mindent:

ME)=p(l+g+¢*+ .0 201 +2g+35%+ ...

egymasbdl, és dssze is szorozhatjuk Sket. A kozépss zardjelben 4116 kifejezés

1 1 1 2-p

M§2:p. _.[2.—_—]= .
( ) 1—-q pZ I-g 2

A szérdsnégyzet:
2- 1 1-

DHO=M(E) - M= 5=

D= L;" :

innen a szords:

A vdrhat6 érték folytonos véltozs esetén:

ME) = [r-f@ds & ME) =[x fodx

Egyenletes eloszlds esetén:
1

fo)=1b-a’
0, kiilénben.

ha a<x£bh,

Lesziikithetjiik f-et az f(x) # 0 intervallumra:

) (1+3g+5g2+ 743 +9g% + ..

~(Qtg+@+L+g+..

1 1 [ 1 e
=—»dex= A= = : =
b—-a " bh—-a |2 ‘ h—a 2

b 2 b 317 b3 3
A [ »=1‘2d—=1,x_:]‘7a:
M) Jb—adl b_a {x Va3 v-a 3
a

.

2.

Yo (Ltg+g®+..)).

Mindegyik zérgjelben levé kifejezés egy-egy abszollt konvergens sor, ezért ezeket kivonhatjuk

(5) foy:
p
b+a
>
b? + ba + a?
3

DE)= o

3 2

Tehét az a < b paraméter{i egyenletes eloszlds esetén:
b +a _b-a

M(&y= , D(é‘)—ﬂ~

1
@ a) Mivel Ao=66s 0=2, fgy A=3. P(|§—7|26)£§,

B) P{lE—m| <3.5) =1~ P(£—7)23,5)> 0,67. (Ekker 4=1,75.)

B2+ ba+ a® (b + a)z_ 452+ 4ba+ 4a® — (36 + 6ba-+3a%) _ (b - a)®

12




7 A szbveg szerint a villogé ldmpdk darabszdmdnak vérhaté értéke m = 23, szérdsa o =4.
A Kkérdezett intervallom 23 ~ 10; 23 + 10[, tehdt Ao=10, 1 =2,5.

P(lE-23| < 10) =1~ P(|E-23| 2 10) 2 0,34.
Ha a ldmpa 2 percig piros és £l percig z61d, akdor egy ciklusa 2,5 perc. 0,2 = p annak a vals-

szinlisége, hogy z0ldnél érkeziink. A nyole hét minden munkanapjén 4tkeliink rajta, ez Ssszesen
8-5 =40 = n alkalom (feltessziik, hogy nem marad ki egy nap sem).

A & jeldlje a varakozds nélkilli dtjutdsok gyakorisdgat:
= 0,2

0.2.08
P <eZI-—=—-—-=0,9.
[40 6] 2022 00

Innen &= l A keresett intervallum ’-é— -0,2
5 40

¢

1
< 3 més formdban megadva 0 < e <0,4, illetve

0<{<16. Tehéta 40 nap alatt legaldbb 24 esetben kell a limpandl varakozni 90%-os valészinii-
séggel.

# Ha 100 bettibd] altalaban 19 .27 vagy ,,a”, akkor egy karakter p = 0,19 valésziniiséggel lesz ,.e”
vagy .2 a = 1350 betiit vizsgalunk, a kérdezett valosziniség legalabb 0,8.

& az el6forduldsok gyakorisiga:

0,19-0,81
1081 48 ~0,024.
135062 = 70

P —5—-70,19
1350

<5)2I~

<0,024, dtalakitva 0,166 < % <0,214, illetve 224,1 < £ < 288,9. Ebben

a szivegben 224-nél 16bb, 289-nél kevesebb ,,¢” vagy ,.a” betit taldlunk legaldbb 80% valdszint-
séggel.

Tehat

L—0,19
1350

22 Jelolje A = {szines chopper}, B = {V8-as motor} eseményeket:
PA-B) 0,8-35

= =0,4828.
P(B)  0,4.75+08-35

P(AlB)=

Jeltlje A = {1. példat j6l megoldotta}, B = {2. példat j61 megoldotta} eseményeket.

P(B-A) 10 —_P(A-B) 15
= =i =0,4 =MD 0 8s.
Py "2 b) P(A|B) PGB <17 0,88

a) P(B|A)

248 Jelolje A = {javult az dllapota}, B = { gy6gyszert kapott} eseményeket.
PB-4) 67
PA) 107

=5 PB-A) 54
a) P(BlA) P00 "5 0,6207; by P(BlA)= =0,6262.
#27 lelolie G azt az eseményt, hogy gélt mutat be
atelevizid. Tovdbb4 jeldlje A, B, € rendre azt,
hogy Aladdr, Baldzs vagy Csaba helyzetét
mutatja. A kénnyebb dttekinthetSség érdekében
készitsiink tdbldzatot a szerepld éridkekr6l.

5.1 4 27

2 -
a) P(G)=P{(GlA)- P(a) + P(G|B) - P(B)+ P(GIC)- P(C) = 526 2 %77 5% ~0,1923.

Megjegyzés: Természetesen a megadott adatokbodl azonnal megkapjuk a g6l valészintiségét,
ha a gélok szamdt (5) elosztjuk az gsszes helyzetek szdmadval (26).

: 2 7
PGIO) - P(C) 7 96

b) P(ClG) = ( P()G)( )=7526=G,4A
26

Megjegyzés: it gyakorlatilag azt szdmoljuk ki, hogy a gdlok (5) koziil egyet mekkora
valdszintiséggel 16tt Csaba (2).

, 1315
¢) P(AIG)= P(GLA()G;;J(A) = 152126 ~0,619.
2%

Megjegyzés: Tsmét elég lett volna, ha az Aladar dltal kihagyott helyzetek szdmdt (13) elosztjuk
az Osszes helyzet szdmdval (21).
TJelolie S, hogy szép feleletet hallott a tandr, C és D pedig, hogy a C osztdlyban, illetve a D
osztdlyban hallgatott meg egy torténelem szobeli érettségit.
a) P(S)=P(S|C)- P(CYy + P(S|D)- P(D) = 0,2 0,58 +0,36- 0,42 = 0,2672;

P(SID)- P(D) _0,36-0,42

- =0,5639.
P(S) 0,2672

b) P(DIS)=

[ Jelolie ¢ annak a val6szintiségét, hogy a lakck riilnek egy véltoztatasnak, By, By, By pedig azi,
hogy mekkora valgszintiséggel esik egy valtozas a By, B,, By lakésra.

a) P(0y=P(O|By) - P(B)) + P(O|By) -P(By) + P(O[Bs) - P(Bs) =
=0,4-045+0.7-0,35+0,3-0,2 = 0,485,
P(0|B)-P(B) _(1-0.4)-0,45

b) P(B)|0)= =

=0,5243.
7(0) 1-0,485

Jelolje S, hogy Szamdér blinos, B pedig az j bizonyiték bejelentését. Eredetileg Nyuszi szerint
P(§)=0,01. Bagoly 4ltal elmondottak alapjén P(B1S)=0.9.
A teljes val6szin(iség tétele szerint:
PB)=P(BIS)- P(S)+ P(BIS)- P(3)=
=0,9-0,01+0,15-0,99 =0,1575.

a) Az tj bizonyfték és a Bagoly éltal kizoltek értelmében:
P(BIS)- P(S) _0,9-0,01
PB 01575

teh4t a bindsség valoszindsége 5%-kal nétt, hatszorosara emelkedett.

= 0,06,

P(sIB) =
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&) Ha viltoztatunk a szdmokon, akkor
P(B)=P(BIS)- P(S)+ P(BIS)- P(T) =
=0,99-0,01+0,01-0,99=0,0198.
A biindsség valgszintsége:
P(BIS)- P(S .
Ps5) = (BIS)- P(S) 0,99-0,01 _os.
P(B) 0,0198

Bkkor az 4j bizonyiték fényében Nyuszi teljesen elbizonytalanodna Szamér bardtja drtatlan-
ségaban.

B2 A=1(2:3;5) és B=1{5;6}. A definfci6 szerint A és B fiiggetlen, ha P(A- B) = P(A)- P(B).
Jelen esetben azok, hiszen:

1 11
PA-By====-—=P(A)- P(B).
(A-B)= 623 (A)- P(B)
&7 Jelolje A = {piros 2-es}, B = {kék 5-0s} eseményeket. Ekkor P(A) = é P(B)= é A kettd
egyszerre A - B = {piros 2-es és kék 5-63} esemény, azaz valdban fiiggetlenek:
L !
PA-B —-==PA)-P(B
A-B)= 557 6% (A)- P(B).

7 a) P(M)=05; P(D)=0375; P(M-D)=0,125.
P(M - D)= P(M)- P(D), tehit igen, ez a két esemény fiigg egymdstol.
b) P(M)=0,5; P(D) =025, P(M-D)=0,125.
Ekkor P(M- D)= P(M)- P(D). Véltozik a viszony, igy mdr fiiggetlenek az események.
GEL a) P(A)=05; P(B)=0,5; P(C) = 0.5. Ugyanakkor P(4-B)=025; P(A-C) = 0,25, P(B-C)=025.
Béarmely két esemény fiiggetlen.

b) Mivel nincs ofyan kimenetele a kisérletnek, amely mindhérom eseményben egyszerre teljestti
a megkovetelteket, ezért
PA-B-C)=0#0,125 = P(A) - P(B)- P(C).

Tehdt a hdrom esemény egyiitt nem fiiggetien,

i Az els§ 4dbrdn az eloszldst, a mdsodikon pedig
az closzlasfiiggvényt ldtjuk.

PE=1=2 PG=2)=2: PE=3)=1.

§2 Az els dbréan az eloszlast, utdna az eloszlasfiiggvényt latJuk
a) Az egyes valosziniiségek: L Fr .
PE=1)=04; P(§=2)=03; ' PR 1 PN
P(E=3)=02; PE=4=01; 51 S

b) Az egyes valészintségek: e Re Fi)
PE=1)=04; PE=2)=01 )
P(E=3)=03; PE=4=02

¢) Az egyes valoszinfiségek: P : F).
P(E=1)=01; P(£=2)=02 ! ! et
P(&=3)=03; P({=4)=04. st R A e

. 7 = o PRI o -

Vegyes feladatok — megoldasok
A feladat visszatevéses mintavételre vezet, tehdt binomiélis eloszids.
a) P(7 holgy) :[27] 0,3777.0,62313 = 0,1787.

b) Jeldlje & a mutatott urak szamét. Egy dr kivélasztdsanak valészintisége p = 0,623. Ekkor
M(E)=n-p=20-0,623=12,46=~ 12 {5.

¢) Aszérasnégyzet:
DAE) =n-p-(1-p)= 20-0,623-0,377 = 4,69742.

Tehat D(&) = 2,167. Tgy a keresett intervallum:
112,46 - 2,167; 12,46 + 2,167[ = 110,293; 14.,627][.

#77%% a) Csebisev tételét alkalmazzuk. Mivel Ao=2 és o= 1, {gy A=2.

L

Ebbdl P(jE-5|>2)<0,25.

b) Csebisev tételét alkalmazva (A =1,5):
PE-5l<15)=1-P|t-5]215)=

0w

a) Akeresett valGszinlség:

. N P(piros és gémb) _ 0,2
P (piro: b)= —————=———=""-=0,4.
(piros| g5mb) P(gomb) E

b) Teljestilnie kell, hogy
P(piros és gomb) = P(piros)  P(gomb), azaz 0,2 =x-0,5.
Innen x=04.
Mivel

. ¥ "
P =—=—=0,4 = y=48darab.
(piros) 20 3
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